Kossuth Lajos Tudomanyegyetem
Természettudomanyi Kar

HORIZONTALIS LERSPEZESEE £5 TENZCRI EKONNEXIOK

Egyvetemi doktori értekezés

Irta:; Szilasi Jozsetf

Témavezetd: Tamdssy Lajos egyetemi tanar

Debrecen, 19381.



TARTALOM

Kiszénetnyilvénitas ....... AN e N T i
- L e e . ii
Abstract ....cevinonn.... A A e reass iXx
1. ELGZMENYER

C. Altalanos konvencidk ......... e

l. Linedris konstrukecidk R 2

f1-3. definicid, 1-6. allitas}
2. Nyalabok ...... B tessnaa.. 19

IT.

f4-5, definicid, 1.,2. konstrukcids lemma,
7-12, &llitas/

Differencidlformdk ......... tisaserasvarns. 38
f13-16. allitas, 1-3,. példaf

HORIZONTALIS LEKEPEZESEK GEGMETRIATA

1.

Vertikalis résznyaldb, vertikialis 1ift,
kanenikus vektormez& ...... tressrnassnnacan 52
}1-4. definicid, 1-2, lerma, 1-5, &llitss/
Horizontdlis leképezés, horizontdlis 1ift . &2
[5~7. definicid, 6-10. allitas{

Vertikalis- és konnexidleképezés .......... 74
/8-9. Qefinicid, 3. lemma, 11-13. Allitcds/
Horizontalis leképezés dltal indukilt endo-

HOLLiZmusok vuveeseneee, o S R S 82
f10-11. definicid, 14-16. allitas/
Gorbiilet és Integralhatisag wveveewy sovs ve. 98

fl12-113, definicid, 4. lemma, 17-19, &11itas,
1. tételf

Altaldnos konnexid, kovarians derivialés ... 107
fl14. definicid, 5-6. lemma, 20-21. &11itasf
Homogenitasi feltétel ....... LT R 1 [

{15-17. definicid, 7-8. lemma, 22-22. alli-
tas, 2. tétel/

Linedris és nernlinearis konnexidk ......... 124

{18-20. definicis, 9-10. lemma, 24-30. a1-
litas/

Alkalmazisok tenzornyaldbra ......uuivnnnn, 143
f21-22. definiciés, 3i-34.allitas, 3.tétel/



III. FUGGELEK
l. Majdnem-komplex struktura ...... R s eaa (159
2. A konnexidleképezés egy alkalmazisa ....... 160

3. Tenzornyal&bhoz csatolt principilis nyalab. lé3

Irodalom oeeewan. R



Ezuton fejezem ki kdsz8netemst
professzoromnak s egyuttal témaveze-
tomnek, TAMASSY Lajos egyvetemi tandr-
nak a disszertacid elkészitésshez
nyujtott szakmai-emberi témogatisaért.



BEVEZETES

A disszertacid témdjahoz vezetd tdrténeti ut lénye-
gében a parhuzamossig klasszikus fogalminak tagabb értel-
mi fejl8dése. Vessink eldszdr egy pillantast erre a fejl-
désre!

- EKGzismert, hogy a "parallelék probléméja" EUKLIDES
"Elemei" - tehdt kb. i.e. 300. - 6ta izgatd és nyugtalani-
td kihivasként jelentkezett a matematikusck szamira s csak
a probléma radikalisan uj né&z&pontb&l vald megkbzelitése
nyomdn nyiltak ki végill annak az “"ujj, mas vilag"-nak a
kapui, amelyet - egymastfl fiiggetlenill - BOLYAI Janos,
LOBACSEVSEKIJ és GAUSS fedezett £51. E fblfedezé&s nyomdn

valt lassan vildgossa, hogy logikailag "lehetséges vilagok"

egész sora létezhet s ingott meg az euklideszi térf&lfogas
tapasztalatot megeldzd, a priori voltat hirdetd kanti tani-
tas. A gondolkodés e félszabaditfisa mintegy gyakorlati ha-—
szonnal is jart: pl. a Riemann altal fdlfedezett tértipus

- igaz, fél évszazaddal késdbb - lényegbevigdé alkalmaziso-
kat nyert a fizikai valdsag visszatikrdzésében. A tOrténet-
nek ezen a pontjan azonban ismét fdszerepet kapott a parhu-
zanossag: kiderdlt, hogy alkalmas &ltalénositdsinak hidnya-
ban lehetetlen a Riemann-tér gecometridjinak médszeres kié-
pitése. Meglehetlsen [s igy utdlag: meglepfen/ hosszu sitét-

ben vald tapogatddzids utdn LEVI-CIVITA é&rt el frontidttdrést
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ebben a vonatkozasbhan, 1917-ben. BAr a fejlddés ez iddtdl
kezdve mas terlletekrdl is egyre komolyabb impulzusckat ka-
pott /EINSTEIN gravitdcidelmé&lete mellett gondoljunk pl.
arra, hogy a 20-as esztendSk mar a topoldgia elsd "aranyko-
rat” is jelentik!/, &vtizedeknek kellett eltelnie addig,
amig B.L. KOBZUL-nak a LEVI-CIVITA-pirhuzamossaghoz kapcso-

1645 kovariing derivalas "index-Aradatabol” sikertilt kiha-

moznia azt a néhany egyszeri axidéméat, amelyek teljesen és

globdlis médon leirjak az operacidtr.

-~ Alapulvéve egy K sokasiagot s GﬁfE) -vel jeldlve a B
£Olotti vektormezd modulusat, a KOSZUL-féle axidmik egy
Vo H(B)x R(B})— H(B), (X,Y)— i;?r leképezést
karakterizalnak a kidvetkezd elSirdsokkal:

T ?K uF Y) = ';:'{F)YHE ?,;Y ! f-‘ M—R (7 flggveny{;
II. ?xﬁxl Y = ?K*Y’ + ?K;.Y -,

III. VE,XY BAAE

v. YV, Y+ )=V, Y +VY .

Rendelkezve egy ilyen V leképezéssel, azt mondjuk, hogy

B -n - vagy méyg inkabb azt, hogy a T érintdnyalibon -

E
egy KOSZUL-konnexié van adva s a Y. Y vektormez&t Y X-
X

szerinti kovarians derivaltijinak nevezzilk., - A KOSZuL-féle

axiémak lényegilket tekintwve algebrail természetiiek. E. CARTAN

utidrd munkaja nyoman els@sorban Ch. EHRESMANN majd Sh,
RKOBAYASHI wizsgalatal t&rtak fol, hogy egy KOSZUL-konnexid
megadasa geometriailag lényegében a ‘FE érint&nyaldb verti-
k&lis résznyaldbja egy direkt komplementuminak kijeldlését

jelenti, bizonyos invariancia fvagy homogenitisi/ kdivetel-



mény eldirasa mellett. Ezzel - legaldbb hirom generdcié
erdfeszitéseinek eredményeként! - kikristalyosodtak a
"parhuzamossag™ modern, globdlis elméletének, a konnexisd-

elmeletnek az alapgondclatai.

A klasszikus konnexidelmélet - kissé vulgarisan fo-
galmazva - megtanit arra, hogy miként toljunk el parhuzamo-
san vektort, ill. derivédljunk kovariansan vektormezSt, s&t

lehetdve teszi ezen operacidk tenzormezdkre vald kézenfekvd

kiterjesztését, nem szbl azonban arrdl, hogy lehetséges-e
- 5 ha igen, miként - tenzor "parhuzamos eltolasa™ ill. ten-

zormezd kovarians derivdldsa direkt médon, “"vektori segéd-

let" nélkil? - A kérdés érdekes, annil is inkdbb, mert egy
uj, a vektori konnexidra épiildnél Altalinosabb geometria
lehet&ségét sejteti. Mind a probléma f&lvetése, mind az ide-
vonatkozd lokalis jellegii vizsgilatok elinditédsa E.BOMPIANI
nevéhez fiizSdik /bar a II./9. alfejezetben még kicsit &rnyal-—
ni fogjuk ezt a megallapitast/. A késObbiekben szamos kutatd
kapcsolddott be ezekbe a vizsgdlatokba; a hazai geométerek
k2l TAMASSY Lajos professzor. Az © munkadi hatottak inspi-
rélélag e dolgozat témavélasztdsanal is. - Kiinduldpontun-
kat a probléma globilis szemrevételezése képezte: Mi a
Bompiani-féle tenzori konnexid "nagybani' jelentése s ennek
maegfelelden hogvan lehetne "indexmentesen" értelmezni? Mi-
ként agyazhatd be elmélete a Xeoszul- ill. Ehresmann-Kobayashi-
féle globalis konnexidéelméletbe? E kérdések elvi meqvilaszo-

lasa meglehetBsen egyszeriinek bizonyult, ugyanis a tenzori
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konnexidk globdlis targyaldcdhcz alkalmas fogalmi kerete-
ket képez a KOSZUL-konnexid tenzornyalibokra vald atvite-
le vagy a tenzornyalabhoz ¢satolt repernyal&bbdl t8riénd
kiindulas utén a principélis konnexitk elmélete. A végle-
ges formébedntésnél lényegében az elsd alternativa részlie-
tes kidolgozasa mellett ddntdttiink, a tenzornyaldb fogal-
mat a szokasosnal tagablb értelemben hasznilva &g veégig to-

rekedve a geometriai nézGpont eldtérbe helyezésére.

A tenzornyalab speciilis vektornyaldb, ugyanakkor
azonkan a tenzornyalabra valé szoritkozas bizonyos &dltalano-
gabb jellegll kérdések diszkutilisandl természetellenes kor-
latozasként jelentkezne. Kivdnatosnazk bizonyult ezért a
konnexidelmélet egy olyan f8lépitését megadni, amely tet-
szCleges fde véges ranguf vektornyaldbot vesz alapul. Ear
az irodalom ebben a tekintetben b@ven szolgédl anyaggal,
vizsgidlataink sorén szamos tisztizandd kérdés f£&61lbukkant,

s ugy érezzilk, hogy targyalasunk - taldn éppen a minél tel-
jesebb Attekintés igényébGl fakadban! - tényleges ujdonsa-
gokat is fOlmutat, A konkrétumock felsorakoztatisa eldtt
csupé&n annyit jelzlnk, hogy szinte Altaldnos tiinetként ész-
leltik a témat globidlisan megkdzelitd munkiakban a lokalis

konzekvenciak rendszeres leszarmaztatdsénak hianyat - k-

vetkezetesen tOrekedtiink hit e "fehdr folt" eltiintetésére.

Ratériink a dolgozat szerkezetének és tartalminak
részletesebb ismertetésére. - Az anvagot hiarom fejezetben

rendeztik el, ezek mindegyikét alfejezetekre tagoltuk.



_vi-.

A definicidkat és tételjellegli kijelantéseket sorszamoz-
tuk, a szamozdst fejezetenként ujrakezdve fa hivatkozasok
enngk megfelelfen tdrténtek/. A tételjelleqii kijelentések
névekvd "rang" szerint: lemmak, Allit&sok és “tényleges"
tételek, az utébbiakban tehat a legfontosabbaknak tekin-
tett eredményeket foglaltuk Ossze. Ez a szigoru distinkeid
azenban nem zarja ki, hogy &llit&sok fvagy akar lemmak/

is hordezzanak Onmagukban is érdekes tényeket! Amennyiben
ismert allitast bizonyitas kévet, ugyaz tdbbnyire - részben
vagy teljesen - Gnalld munka terméke: a kivételekre kiil&n
felhivijuk a figyelmet. A bizonyitisok végét a & szimbdHlum
jelzi,

~ BOségesen ég tdbbféle funkcidval szerepeltetiink megjegyzé-
seket. Ezek matematikal jelleglli észrevételek mellett ramu-
tatnak tdr{éneti vonatkozasokra, eredményeink mas, ismert
eredményekkel vald kapcsclataira, elére—- &s visszautalaso-
kat tartalmaznak, sth, ...

Térekedtiink arra, hogy dolgozatunk "self-contained”
legyen kb. ¢lyan mértékben, hogy az érdeklddd magasabb éves
egyetemi hallgatd kildonGsebb nehézség nélkiil clvashassa.
{Brre inspirilt a vonatkozd magyar nyelvii szakirodalom
szinte teljes hidnya is!/ E tdrekvés kettds terjedelemnd-
veld hatédssal jart: a nagyobb vilagossag érdekében egyrészt
a szokAsosnal jobban részleteztik a bizonyitdsokat, szami-
tésokat, midsrészt beiktattuk a kitiind |FH?1 monografia anya-
gara &pitd 1. fejezetet, amely szd- és jellléshasznalatot
régzit® funkcidja mellett elsOscrban a fontosabb elfismere-

tek Osszefoglalédsa. Némi Ondllésagot azonban ennek a feje-
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zetnek is kdlcsdndz az a néhiny technikai jellegii eredmény
filyen pl. az I./fl2. allit&is/, amely mar a ké&stbbi targya-
las explicit elBkészitését jelenti.

Az anyaq gerincét a II. fejezet tartalmazza, specia-
lizan ennek utolsd alfejezete lett kifejezetten a tenzori
konnexitknak szentelve. A konnexidelmélet f&lépitézénél ve-
zérelvként a direkt f&lbontas gondolata szolgalt, ezt tech-

nikailag az un. herizontilis leképezés segltségével reali-

zaltuk. A KOSZUL-konnexid tobbszempontu &ltalanositizihoz

a horizontalis leképezés - . vertikidlis leképezés konnexié-~

leképezés —- iltalanos konnexid ut vezetett; innen talin a

konnexidleképezés Ti.4. alfejezethen adott tdrgyalasit emel-

hetjlk ki. A gOrblletelmélet a vektornyalib totdlterének

erintdnyalibjan hat6 endomorfizmusok II.5. alfejezetheli
vizsgalatan alapul és az integralhatésagot atfogdan leird
1. téteiben kulmingl. A fenti I.-IV. KOSZUL-axidmiknak ey =

feleld tulajdonsagokkal rendelkezd lineiris konnexidhoz a

homogenitisi feltétel elBirdsival jutunk, amelyet tibbh szem-

pontbSl is jellemez a 2. tétel. Nemlinedris konnexlét a ho-

mogenitasi feltétel alkalmas gydngitése eredménvesz.

— Mindezen vizsgalatok kézben az érintdnyalib differencial-
geometriajabol ismert szamos tényt sikerilt tetszlleges vek-
tornyalabra altalanositani /1d. pl. II.16., 19., 28. Allitds/.
Ilyen jellegi altaldnositdsokat tartalmaz a tdrzsanyagot ki-
egészith Fliggelék elsd két alfejezete is. A tenzori konnexidk-
kal foglalkozd TI.9. pontbdl a tenzori konnexid vektoriakra
vald dekomponalhatdsiganak dltalinos fogalmdt s az erre nyert

kritériumot /3. tétel/ emeljiltk ki, amelynek lokalis alakja
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specialis esetekként kiadja az Gsszes ismert ercdményeket.
A Figgelék 3. alfejezete mintegy elfhang a 2. tipusu,
Ehresmann-Kobayashi-féle targyalishoz, kézvetlen c&lja pe-
dig a tenzornyaldbhoz csatolt repernyalab redukeidjira vo-
natkozd tétel igazolisa.

Az Irodalomjegyzékban kitlénvalasztottuk a k&nyveket
és a cikkeket s rajuk a szovegkdzi utalasok is eltard mbdon
Lorténtek: cikket szerzd neve &s évezanm jelsl, kdnyvet -
szbgletes zérdjelbe téve - a szerzd neve ill. névkezdGbetiifk/.

A tanulmanyozott dolgozatok ksziil kiemelendd DOMBROWSEKI
f1962f, VILMS /1968/ &s GRIFONE f1972}; ezek kiil&n&sen hasz-
nos impulzusokkal jarultak hozzi a II. fejezet megirasahoz.

A kidnnyebb t&jékozddas &rdekében a tartalomjegyzékben
azt is £81ltiintettik, hogy az egryes alfejezetek milven sor-

szamu definicidt il1. lemmat, &llitist, tételt tartalmaznak.

Bizonyos foku kompaktsiguk dacara sem érezzilk, hogy
az elvégzett vizsgdlatok "lezartak™ volna valamit, ellenke-
z0leg: ugy véljiik, ¢supan alkalmas kiinduldpontot jelente-
nek tovabbi problémak filgdngydlitéséhez. Ilyen tovabbi ku-
tatasi téma lehet az areal terek /faffin/ konnexiéelméletd-
nek mddszeres kidolgozédsa, a munkdnk soran egyiltalin nem
érintett metrikus vonatkozasok fﬁlférképezése, a4 repernya-
labba todrténd horizontdlis 1ift &ltalunk vizsgalt horizon-
talis lifttel valé kapcselatdnak tanuimanyozdsa - hogy csak

néhanyat emlitsiink a legaktualisabbak k&zil.




AESTRACT

Tihe starting point of the thesis was the definition
and investigation of a glebal concept of BOMPIANI'S ten-—
sorial connection. Striving to a systematic treatment we
give a sufficiently complete description of the theory of
connections. Our gecmetric description is based on vector
hundles and posesses some remarkable features.

The main results are summarized in four thedrems.

- Let E£- (E,w E,F) be a vector bundle of finite

rank, and
o

0 — W, — T, e BT, ) —— D 1% {

a short exact sequence 0f vector bundles [ T, and T,
are tangent bundles of € and £ resp., 5% is the

vertical subbundle of T, [. The splits ¥: T (%) — T,

of the sequence (¥{ are ¢alled horizontal maps. To each
horizontal map there corresponds a unique direct decompo-~
sition TE-=¥%65|*E . Geonetrically, our discussion is
based upecn this direct deccmpositicon. The first Theorem

gives nine eguivalents of the integrability of it in

terms of horizontal projection h » ¥H. o : vertical
pProjection V-éL:E*}1 , almost product structure

P:lh-vy, , and curvature tensor field %X - -%[h,h]

fwhere [h,h] 1s the Nijenhuis-torsion of h /.

The general connection induced by #  is the mapping

V: Secf — ﬁ"[E;hE}. wi— Vi W.dg

where Sccf is the (T(8) -nodule of sections aof § ,
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A"EBE) is the C™{B)} -module of the § -valued

l-forms on B , and & is the connection mapping

belonging to ¥ /Def.II.B8./. ¥ i= called a linear

connection, if it satisfies the following homogeneity

condition:

¥V telR : da, © b= R du, L,.l{t'g——ugﬂzeh—:,utn};ﬁi)

The second Theorem states four ecuivalents of the homo-
geneity condition,
The concept of the general, linear, and non-linear

tensorial connection is introduced as the corresponding

connection induced by a horizontal map given on a tensor

bundle. (A nonlinear connection is derived by a certain

weakening of a linear connection.{ The decomposition of

a tensorial connection into vectorial ones formulated
globally 1s in Def.II.22.. The third Theorem provides an
important /but simplef criterium of decomposability. As
special cases, all the known results are inc¢luded in the
local form of this criterium. The last theorem of the
thesis [which is placed in the Appendix{ asserts that
the frame bundle associated with a tensor bundle reduces
to a subgroup of its structure group.

A number of results generalize facts known from the
differential geometry on tangent bundles. Throughout the
thesis we also point out the logal aspects, which are
generally omitted by the literature of glokal differential

geometry.



I. ELGZMENYEK

0. Altalanos konvencidk

.1 Dolgozatunkban t&bbnyire a legszokascosabbnak mond-
hatd logikai é€s halmazelméletli formalizmust hasz-
naljuk. Ez2Zel kapcsolatban nincs szilkség killén kommentar-
ra, £6l kell hivnunk azonban a figyelmet néhdny clyan spe-
cialitasra, amelyeket 1lletSen a gyvakorlat nem alakitott
ki "kdzmegegyezést". - Adott 1l¢ iiiﬁﬁ-qig'halmaznk esa-

tén metszetfik jelBlésére az U roviditést alkalmaz-

<8 A
zuk; a természetes ill. a valds szdmok halmazat N -nel
ill. [ -rel jeldljiik, eldbbibe a z&rust is beleértve,

A [ &s - lényegében kicserélhetd médon - az @ szimbé-
lum nagyon scokféle értelemben fog szerepelni: M, nulla-
eleme mellett jelent majd zérusvektort, - vektorteret,

- yektornyalébot, - leképezést, stb.,. . BaAr ez a tibbér-
telmiiséy semmilyen félreértést nem von maga utan, bizonyos
esetekben mégls célszeril pl. a kiilénbiz® vektorterek zé-
rusvektorat eltérfien jel&lni. Erre sor is keriil, ha egy
vektornyaladb fibrumainak zérusvektoralrdl lesz szd. - Tet-
sz8leges X halmaz identikus leképezését végig Ly -s5zel,
olykaf egyszerilen csak L -val, leképezések kompozicidjat
" & "ergl jeldliidk. Az inkluzid-leképezés szimbdluma &l1-

taldban 4 lesz ftehat ha He X | akkor <+ H— X ,



h, r—n+-£[lb)ﬁ h. /. mig az " -~tényezds Descartes-szor-
zat + -ik tényezdjére vald természetes projekcidt pr,;
fogja jeldlni [ ¢ =4, n |, az B ~-be td8rténd leképezése-

ket rendszerint fiiggvényekként emlitjiik.

0,2, Differencidlgeometriirdél lévén sz6, a lokdlis leiris

formal egyszeriisitése célszerilivé tesz bizonyos Ssz-

szeqzési konvencidkat.

- A k8vetkeztkben allapodunk meg:
1/ kis latin indexek [+, éakn”'I 1 -t81l n -ig:
2f =, f,3,- - gbrdg indexek 1 -tBl ¥ -ig; A, m,7,.
indexek 14 -t0l < -ig;
3f nagy latin indexeki A B, G'H.i 4 -t51{n+r)-ig
futnak | R, r, s € NAOf [,

m*'@“dqﬂ alaku kifejezés - rigzitettnek feltéte-
lezett neN mellett - a‘#_ ,, r - +a'® _  ssszeget

révidit, av#_, ., = a'¢ -+ atb,

- - egyébként
az EINSTEIN-féle Hsszegzésl kconvencidt a szokasos formaban

alkalmazzuk.

l. LineAris konstrukcidk

R Vektorterek s linedris leképezések

Ha £ és F egy |’ test £815ttl vektortér, akkor
az E-—= F linearis leképezések vektorterét L[EiFi) -fel,

speciflisan [ linedris automorfizmusainak csoportjat



- a kialakult gyakorlatot kévetve -~ G (E ) -vel jeldljik.

az E—1T" linearis fliggvények wvektorterét [ konjugélt
tersként fogjuk emliteni s ri az L{E)} jelzlést hasznéljuk

! I kiirasanak melldizése nem vezet félreértésre/,
Konnyen lLathaté, hogy tetszdleges € L[Ej F) ese-
tén a

#*: LIF)— L{E), PellF)— g () -9 ¢ L(g

leképezés lineiris leképezése L (F) -nek L(E) -be; ezt ¢
dualisa&nak hivjuk. - Ker¢ -vel 1ll. Im¢ -~vel jelsljiik va-
gil egy ¢ E—F linedris leképezés nullterédt ill. kép~

teréat.

1. definici$é Legyen ¢& 1.{Eii:Ji“YE'L[FjH) . — Azt

mondjuk, hogy az Ede g ¥y

“sorozat® F -nal egqzakt, ha Im4 = Ker ¥ ., Egy

P . S S Iy

alaku, E -nél, F -n8l és H -pnil egyarant egzakt soroza-

tot rivid egzakt sorozatnak neveziink. A

¥: H—F
linedris leképezést a /# / rBvid egzakt sorozat eqy levégi-
sanak [split/ hivjuk, ha teljesdl rj, hogy

f\rfc ?’, = LH .
Megadva a ¥ levagast,
¥ o DA
0 — E —— l-“T_.,H — [}

levagott /split/ r&6vid egzakt sorozatrd]l szélunk.




- Fdélhivjuk a figyelmet néhiny, az értelmezés alapjan

meglehetts kdzvetlenséggel adddsd, de fontos tényra.

1/

2f

¢
Ha ﬂ——f-E-ji- F E -nél agzakt sorczat, akkor

Kery = Im¢ = |}  folytén % injektiv. Megforditva,
ha D:E*-E-j:* & olyan sorozat, amelynél ¥ injektiv,
akkor Im 9 = §{of = Eer 4 miatt a sorozat £ -nél eg-
zakt,
Amennyiben egy Ei*-Fjfh 0 alaku sorozat egzakt
£ -nél, ugy a definicié szerint Im ¢ = Ker ¥ , 3 mivel
most specidlisan Kery¥ =F , Im¢ = F adsdik, ami
azt jelenti, hogy ¢ szirjektiv. Megforditva, ha az
Fi. X 0 sorozatnal ¢ sziirjektiv leképezég,
akkor a scrozat F -n&l egzakt.
Az elmondottakbé) vilagos, hogy
q .

rivid eqzakt sorgzat esetén ¢ injektiv, v szlrjek-

tiv linedris leképezés faz els8 és utolsd, nem jelzett

leképezés pedig a o -leképezés/.

Ha E, altere £ -nek s E/E,. jelsii az £ vektortér
E, szerinti faktorterét, akkor

0 — E, 4~ F = %, — 0
fahol + az inkluzidé, W a kanconikus projekeid} révid
egzakt sorozat. E megillapitis megforditiasaként egysze—

rilen kimutathatd, hogqy lénvegében a most mondott az

egyedill példa rdvid egzakt sorozatra.

Egy igen lényeges egzisztencia-tényt ri#gzitiink végiil:



l. ailitas Minden rivid egzakt sorozatnak létezik leva-

gasga.

Bizonyitds Ld. pl. |[Greub 1.], p. 48.

lis2. Vektorterek tenzori szorzata

]

A tenzori szorzat szé&mos ekvivalens &rtelmezése kSziil
a mai izlésnek talan leginkibb megfeleldre emlékeztetiink e
helyen, az egyszeriiség kedvéért két vektortér tenzori szor-
zatanak bevezetésére korlitozddva. Ezt a knnyitést - mivel
bem tamaszt akadidlyt a viszonyok lényeges jegyeinek folfeda-
sében - egy-két kivételtdl eltekintve egész tirgyalasunk so-
ran alkalmazni fogjuk. A "kivdételes esetekre" a kéttényezds
szitvdcidban megismert tulajdonsidokat értelemszeriien vigsz-

sziik at.

2. definicid Legyen E  F &5 T ugyanazon test f&15tti

vektortér,

®: ExF—T, (g J—@(x,3)= x@Y

pPedig bilineiris leképezés. - Azt mondjuk, hogy a ® leké-

pezés rendelkezik az yniverzilis tulajdensidggal, ha telje-

siil az alabbi két feltétel:

®¢ Az x®Y vektorok generdljdk a J vektorteret.
&

q Ha ¢ E«F— V bilinedris leképezés a tet-
sz8leges V vektortérbe, akkor létezik clyan

f:T— V linearis leképezés, hogy az



diagram Kommutativ, azaz hogy
¥ (x;y)e ExF i gixg)=E{xQy).

Ebben az esetben a[T,- & ) part £ é&s ¥ tenzori

szorzatdnak nevezzilkk, | -re az E® F sjelslést alkalmaz-

zuk § elemeit tenzorcknak hivjuk. Speciilisan az

X@Y KEEIHEF
alakban f4lirhatd tenzorokat dekonpondlhatd tenzorokként
emlitjlik.
Megjegyzések

| Hangsulyoznunk kell, hogy a "tenzor" szénak a jelen
definicid alapjan rdgzitett hasznalata egyrészt - miként
azt mar e gzakasz bevezet® scoraiban is jeleztilk - leszii-
kitett &rtelmii, masrészt viszont Altalanosabb a klaszgzi-
kus differencidigeometrial irodalomhél megszokottnal,
ott ti, F gyanant specidlisan pl. maga E szerepel
- ilyenkor szdlnak "kétszer kontravariins tenzor"-réi -,
vagy F = L(E) , stb... .

2/ Az értelmezés kiterjesztése t8hb [de véges sok/ vektor-
térre természetesen nem jar nehézséggel, a késdbbiekben
{l.3. pont/ szerepelni is fog az £ vektortér ®FE =
ERED:- - B, un. p -ik tenzori hatvanya, ahol pe W

P
tetszBleges, azzal a megillapodissal, hogy Q°E=< [”,@'J'E = £,




3!

Ha ¥ kommutativ gyiirti, M &g N pedig K ~modulu-
sok, akkor M@RN -nel jeldlt tenzori szorzatuk analdg
modon definiilhaté. Bzzel kapesolatban - bir a modulusok
tenzorl szorzata legalabb olyan fontos szerepet jatszik
targyalisunk soran, mint a vektortereké - egyaltalin nem

térhetiink ki részletekre.

allitas Megtartva a 2., definicid jelBléseit, &rvénye-

af

kf

cf

sek a kdvetkezdk:
A®, és @, feltétel ekvivalens az aldbbi egyetlen fel-
tétellel:
® Ba §: ExF— V Dbilinedris leképezés a tetszdle-

ges V vektortérbe, akkor egyértelmiien létezik

olyan §: T—= V 1linearis leképezés, amely az ér-
telmezéskbell diagramot kommutativva teszi.
Birmely két Jugyanazon test £818tti/ £ &s F vektor-
tér esetén létezik az (EQF @ ) tenzori szorzat a
itt az F® F vektortér izomorfia erejéig egyértelmiien
meghatarozote.
Ha (A, ), .4 il1. (&, e} - abol most 4 s 3

tetsz8leges indexhalmaz - bazisa az E ill. F vektor-

térnek, akkor

(%, ® e'@)“ 4,8¢9

bizisa E®F  -nek; specialisan dimE=r | dim F=¢
egetén dim (E@F)= ks frose N ! é=s ha ekkor
$: ExF—=V  bilineiris leképezés az rs =dimenzids

V vektortérbe, ugy a ®, és ®, feltétel egyenértéki.



Bizonyitds. Ld. [GIE‘Ub 2;]; Ch. 1.8

Megjegqyzések

1/ Az allitds b/ része alapjén a tovibbiakban "megenged-
hetd pontatlansaggal®™ egyszerien az EQF vektorteret
fogjuk a tenzeori szorzat elnevezéssel illetni.

2/ Ha ¢,,..-, ¢ &és {, - f, bazisaaz E 111. f vektor-

térnek és
wll

A
2=6 ¢ ®f ¢ EQF
akkor a Cﬂl koefficlenseket a 2 tenzor alapulvett

bazisparra vonatkozd komponenseinek, rdviden tenzorkom-

ponenseknek hivijuk.

Megallapodés A kivetkezdkben - ha mist nem mondunk - vek=

tortéren mindig véges dimenzidju valds vek-
torteret értiink.

Alpontunk hatralev® részében néhany olvan egyszeriibb
tényt tekintiink at a tenzori szorzattal kapesclatban, ame~

lyekre a késGbbiekben explicite hivatkeoznunk kell.

3. allitas Ha E é&s F [véges dimenziéju, valds] vek-

torterek, akkor
L{E@F}=L({E)})®LIF)

Bizonyitds. Ld. pl. [Greub 2.] , p. 36.@




MielStt tovdbbmennénk, egy rendkiviil természetes és
egyuttal igen fontosnak bizonyuld Xonstrukeidt ismertetiink.

- Tegylik fel, hogy
teL(Ee'), yel(F; F')
s tetsgzdleges x@y e £ F esetén legyen
FOY(<®Y) = (x)Q@yly).
Linearis kiterjesztéssel
POY € L(ERF, E'®F') .
@2t a linearis leképezést ¢ é&s Y tenzori szorzatdnak
hivjuk. Specidlisan line&ris fiiggvények esetén, azaz ha
f EJ_[E) ; 3 € L{F); a tenzori szorzatot az
i®g (x®y) = Fix39(y)
eldirds adja, s kimutathatd, hogy f@g& LIEQF})= L'[E)@'L[F).
— A most elmondottak és a megeldzd &1litss alapjan egyszerii

szamoléssal igazolhatd a

4. allitss V gel(E €), yell{F;F):

(¢@v)" = "0y’ @

5. 8l1litds Alapulvéve az £ é&s F vektorteret, legyen
GLIE)® ELIF) =3 9@+ pe6L(E) ayeGL[F)}.
Ekkor a 6L{E}®GL(F) halmaz a
(48 ¥)* {98 F) = 9- 78 y.j

eldirds szerint megadott ¥ miivelettel csopert, mégpedig

a GL(E®F) linearis csoportnak részcsoportja.



& i

Bizonyltas. L _& i_ egységelem a * miiveletre nézve,
¢ ® " pedig inverze a ¢®Y elemnek; az asszociati-
vitas teljesililését triviilis szamoplas mutatja. Ilymddon
GL(E)® GL [F) csoport. Annak igazolisdhoz, hegy e
csoport részcscportija GL.[Eﬁﬁlz) -nek, elegendd annylt
beldtni, hogy a GL(E®F ) -beli mivelet - a viltozat-
lanul "¢ "-rel jel&lt kompozicié = EL{E)® EL{F) -re
vald leszikitése éppen a *  mivelet. Ez szintén egyszeri

szamolassal adodik:

V xeE ,qeF: (4@v. §OF }{x®y)-=-
= 90 y[ 7O (x®y)] = #@¥[FIOF(y)] =
= e N Y[y (Y] = B TI® [y ¥ (y)]~
- 0 FO v (x®@y)=[(¢97) ¢ (yOF)| (x®y). @

Megjegyzés ¢ ® < definicibja automatikusan biztositja,
hogy linearis leképezések tenzori szorzata dekomponilhatd
tenzort dekomponilhatd tenzorba visz At. Differencidlgeo-
metriai vonatkozdsaiban is igen jelent®s, de meglehetSsen
nehéz a forditott kérdés: ha adva van egy olyan

(]‘? & L ( E®F ; E® F) leképezés, amely nemzéré dekompo-
nalhatd tenzorhoz nemzérd dekomponalhaté tenzort rendel,
akkor mit mondhatunk @ -xrdl? - A valaszt MARCUS-MOYLS
{1959} adja meg: Aamennyiben E és F algebrailag zart
test £510tti viges dimenzids vektortér, uay

1/ aimE # dinF_ eseten 9 € 6L(E)® GL(F) |
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2/ a @imf = aimf  esetben vagy szintén @E GL(E)'SEL[FJJ
vagy pedig van olyan ¥ :E-—F invertadlhatd lineédris

leképezés, hogy
b=v(p-98pty),

ahol e 6L{E) e 6L(F) a5

TiFOE — ERF  4y@Xr— T(4y®x)= x8 y,

Fiiggelékbeli alkalmazdsa mlatt &rdekes a

b, &llitas Ha E &s F egyarant - -dimenzids vektortér,

€y,~+-, 8, 8 €,,.. & egy-egy tetszSlege-
sen riégzitett bazisa £ -nek,

g: g—= F é&s > B — F
pedig linearis izomorfizmusok, akker

POW: E®FL — FOF
ugyancsak linearis izomorfizmus, s a

POY = § ¢OY (€ 8B )| B-1,... r |
hozz&rendelés bijekcid a ¢y e L ( EQE; F® F) izomor-

fizmusok és F® F  azon badzisal k&zdtt, amelyeket dekompo-

nalhatd tenzorok alkotnak.

Bizonyitds. A 9 & Y leképezés lzomorfizmus-volta vila-
gos abbsl, hogy cpdﬁ "‘f"‘ inverze § ® Y -nek. - a 2./c/
&1litas miatt a cpﬁnf(li‘m@'ﬁ#)= q}{eﬂt)@wfate{:) ten-
zorok bazisat alkotjak & @ F  -nek /hiszen a f&ltevés mi-

att Pl24),. . ) & (€, ), ,f(g,)bazisa F -nek/. Ha az
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allitésban szerepld hozzarendelésnél a (@Y ésa IQy
izomorfizmushoz F ® F  ugyanazon bazisa tartozik, akkor

- esetleges dtindexezés utan ~
P&y {eﬂ_®EF) - Eﬁ@ﬁf'(eﬂ@a) S B T

irhaté, amibdl ¢Q ¥ = POy kbvetkezik ~- tehast a hozzi-
rendelés injektiv. Annak belatasara, hogy szlirjektiv is,
tekintgik F® F egy tetszdleges, dekomponidlhatd tenzorok

alkotta

IFuﬂ.@Eﬁ j uﬂig_— 41..-If"'
bazisat. Itt ?dj“-,?r és F4j“-lrf egyarant bazisa E -nek,
mert ellenkezd esetben nem csupa nulla egyfitthatéval pl.

™ E_“-‘ O lenne irhaté &s az

o (f@F ) 0(ROk) v 0{BOR) -
co(L8) v o{f0h)

lineéris kombinicid F ®F bazisvektoraibéil Allitana eld
nemtriviidlis mddon a zérusvektort. Igy az kiivetkezik, hogy

a

‘P(E-a)é]edh ) “V[Eﬁ)*;'lppr_ [‘{zdl'“lr)
elBirds &ltal definidlt ¢:E—~F é&s ~y: E-—= F linearis
leképezés izomorfizmus L €s F kdz&tt, vilagos tovabba,
hogy a ¢ &4 linearis izomorfizmusnak az allitasbeli hozza-

rendelésnél F®F megadott bizisa felel meg, &

1.3. Kils® algebra

8| Most &5 a kdvetkezOkben végig SP -vel fogjuk jeldlni az
f4,2, .- pi
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halmaz Ssszes permuticidinak csoportjat. Ha e SP » akkor

megallapodag szerint

L { 4, ha T piros permuticis;

4, ha 7T paratlan permatiacid.

Attekintésiink sorén egy nullkarakterisztikajn ™
test fOl8tt) tetszdleqges o vektorteret veszlnk alapul
/nem k&tjik ki tehidt, hogy =M legyen &s dimenzionali-

tas megszoritéssal sem &link/. Emlékeztetiink ra, hogy egy

tP;EH-"*r'KE_"F

|,,__..._.._.1_.-—
F
P -linedris leképezés /¥ szintén a [' test f515tti vek-
tortér/ per definitionem ferdeszimmetrikus, ha

‘v’t’eé{l,: TP =E, P,

ahol
r‘P{’fdr'“:KP):?Lxr(ftilh:'JxT‘{FJ)
A Xayer Xy € E /-
Amennyiben ¢ :Ex-- xE— F egy tetszileges p -linearis
leképezés, ugy
. A s
11{':?)=P—!Z Ee (VP)

Tel,

kénnyen ellendrizhets médon ferdeszimmetrikus P -linedris

leképezés. - Az O ¢ “{P) leképezést a ferdeszimmet-

rizacid operatoranak hivjuk.

B] 3. definjcid Legyen P2 L€ ﬂ'\l, A a l" test fH18t-
ti vektortér ég

A t ExE x -0 x Et-"_q' A
W
‘P
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ferdeszimmetrikus ¢ -linedrls leképezés. - AP rendelkezik

a ferdeszimmetrikus leképezésekre vonatkozé univerzilis tu-

lajdonsaggal, ha eleget tesz a kvetkezd két feltételnek
f\,l Im AP = A s Vagvis a ﬁp{h,'--,xp) elemek generilj&k

az A vektorteret.
Al Ha o £ "._“v‘_"_,Eu—"' r egy tetszdleges F vektor-
—= P

térbe vald ferdeszimmetrikus P <~linedris leképezés,

akkor létezik olyan §eL{A; F) , amely az

Ex... xE —=

-

4

diagramot kommutativva teszi.

Ebben az esetben az (A f'\P) pirt, vagy egysze-
riien az A vektorteret Jamaely izomorfia erejéig egy-

édrtelmilen meghatirozott/ az E vektortér p -ik kiilsd

hatvdny&nak nevezzik és az A = AFE jelslést hasz-
niljuk. AFE elemeit P -vektorokként is emlitjtik;
ha p= 4 111. p= 0 , akkor
" e F i L i

APEZ E 111, AN E = |
Megjegyzés A 2.[/a/f allitds analogonjaként kimutathatd,
hogy A, és N, helyettesithetd egyetlen feltdtellel,
amely a definiciéban szerepld diagramot kommutativva tevld

fe L (AI- E) egyértelmil létezését irja eld.
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Roviden megvizsgiljuk a AFE p =ik kiiisd hat-

vany egzisztencidjénak kérdését s egyben ramutatunk a

®FE p —ik tenzor- hatvannyal vald kapcsolatara. - Tet-

sz85leges T & SP esetén jeldlje ugyancsak T azt a
@FF — ®TE

linearis automorfizmust, amelyet a

T{x,® D xP) = x-*:“*{ﬂ@ ...@xt,‘[w

utasitis ad meg. Tekintsik ®FE azon _NF(E) alterét,
amelyet olyan

xal@""@ﬂrj

szorzatok generilnak, ahol legaldbb egy A € 1 # 3 € p

indexpar esetén X, =X; . Egyszeriien kimutathaté fld. pl.
[GIED:D 2J r Pi 34.—35. I hggy

v te®PE|t’c—&iP= b= & .{vt)e N"’(E).

Amennyiben T E® PE ésn

VI’EQF: ¢t =E'1:£}

ngy azt mondjuk, hogy a t tenzor ferdeszimmetrikus. Vila-

gos, hogy az Gsszes ferdeszimmetrikus P -edrendi tenzorok
is alterét alkotjak -QPE -nek, ezt az alteret XP';.EJ' -yel
fogjuk jeldlni.

Bevezetve vagil az alternitornak nevezett

T @"E—*@"Eltw—hwﬂlt)éﬁzﬁft"ﬂ*)
vebp

leképezést, megallapithatjuk a kbovetkezbket:

3 - - p
1/ ‘Ti‘m: 1 Jtehat 'I'l"m projektor/,
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2) Ker 7y = NF(E), dwmi, = XF(E)

és ezekbdl adbéddan
® E = XP(E)® NP(E}.

Legyen marmost adott E vektortér esetén AFE per

@FE/
N¥(E )}

ﬁF.'LE K-"KEI_"’ iﬁ.FE

——
P

definitionem a

faktortér,

pediq a
AP (g, %)= T {X,8 - @7, ) {x,, %p¢ E)

elBirdssal értelmezett lekdpezds, ahol 7:@FF—= AFE
a kanonikus projekeid. Belithatd /fld. [Greub 2] p. 1l01,/,
hogy ekkor AP  ferdeszimmetrikus P -linedris leképezés,
s hogy az igy konstrualt (AFE ) A F) par eleget tesz a
f\dt ‘ﬁ'.r. feltételaeknek - ami a kiilsO® hatvany egzisztencisi-
jat igazolja.

E gondclatsor lezirisaként arra mutatunk még ra, hogy
a APE  vektortér izomorf az XF(E) @ ®PF  ailtérrel.

Tekintsik ebbfl a c&lbdl a

(P3 E Xl g '"""'®PEJ. f\x-i i“‘;){FJH“'P'I’.KM"';xr)éwm[x-l@"'gxp)

ferdeszimmetrikus P -linedris leképezést. A AP -re telje-

giild univerzilis tulajdonsag alapjan ¢ indukidlja az




 —— i ———rr - [

Ex..-xE -:F—-®FE

diagramot kommutativva tevd
n APE —®'E
lineédris leképezést. Ekkor azonban a

®FE

diagram ugyvancsak kommutativ, hiszen
41,[“.(."{4®rl@xF}];q‘ZﬂF[xij"ijjz tplx'dlg. JKFJ:
= 'TTﬂ [ﬁd®-~*® KP)‘

Az -15T7= Tt reldcid - T nyilvanvald szurjektivitasa

alapjan - azt implikalja, hogy
4*’1-1141, = ’im'i'l"ﬁ = XF[E),

Egyszeriien ellendrizhetd tovabba a

T“‘}l = L,.ﬂ.,F'E
dsszefilggés teljesiilése, amibSl 71 injektiv volta adbddik,

kivetkezésképpen
.

AP E XPE.

Félhaszndlva ezt az izomorfiit, tetszdleges
AP (e, x, )€ AVE elemet azonosithatunk - &s azo-

nositanl is fogunk - az TL[ﬂP{*u~~,Wpl]=’ﬁn{xﬁ§-~ﬁbeJt—KP[E)
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elemmel 8 erre a kbvetkezdkben az X, A - A X jeldlést

3

hasznaljuk.

C] A rovidség kedvéért a AFE  kiilss hatvany X' (E)
"modelljének” segitségével viazoljuk végiil az € vektor-

tér kiilsd algebrajénak konstrukciéjat. - ElGkészitésként

megjegyezziik, hogy tetszdleges p,q ¢ N esetén
B®FF »®YE — @7 VE
P (‘4@’ : "QKP; fP+4® "’®xr+‘bl = x-f®"'®”p+4®"‘® X prdp

olyan bilinearis leképezés, amely a {@Ffﬁk E, {3) part
®°E és ®7E tenzori szorzatlvéd teszji. Ilymddon
¥ s e®FE | te®YE esetén @(E'f)=£®f- irhaté; ezt
a(p+q) -adrendid tengort & &s t tenzori szorzatdnak
hiviuk. :
Képezve marmost az
X(E)= 2 XT(E)
pe N

direkt Osszeget - X®(E)= [ , X"(E}= E  megdllapodas
mellett -, tetszdleges <,t € K[E) esetén legyen

sat =, (s®1)
Ekkaor a

A X{(E)x X{E)— XI(E)

milvelet X {E) -t egységelemes, asszociativ algebrava teszi
laz egységelem az 1€ i /. Bzt az alyebrat az F  vektor-

rar folotti killsd algebranak nevezzik s rd a AE jels-

last hasznaljuk.
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2. Nvalibok

2.1. Terminolégia, meqallapoddsok

Sokasagon mindig véges dimenzids, Hausdorff-féle,
megszamlilhatd bazisu, C° =osztalyu differenciilhatd

sokagagot értink. Differenciilbatd leképezésrdl folykor

egysgertien csak leképezésrdl/ szdlva Cw’—lekéEezésre
gondolunk; ha ennél enyhébb feltétellel akarunk &lni, ak-

kor azt kildn jelezzik /ilyen enyhitésre azonban a II./8.
alfejezetig nem fog sor keritlni/. Amennyiben M és N

sokasagok, ':M{,M' N_) -nel) ill. speciilisan az N=K esget-

ben C¥(M) -mel jelsljiuk az ™M—N differenci&lhaté
leképezések ill. az M— TR differenci&lhatd fiiggvények
halmazit /mely utébbl természetes médon T f&5l&tti asszo-
ciativ &s kommutativ algebra/. Ha g Eﬂﬂ[F1JN)' és

3 ¢7te CP(N M) |, akkor ¢ -t diffeomorfizmusnak nevez-—

zilk, ¢: M- N diffeomorfizmus létezése esetén pedig az ™

és N sokasdgokat diffeomorfaknak mondjuk. - Megadva az

n -dimenzibs /lokalisan W™ -nel homeomorf/ ™ sokasag

egy (U,y)} térképét, az ehhez tartozd flokilis/ koordinita-

rendszeren <lyan
Gitey s UL — R (ieae, )

n i
fiiggvényrendszert értiink, ahol fn~~-}f az R~ vektortér

eqy tetszflegesen rigzitett bazisidhoz dualis bazisa az

L (R"™) xonjugalt térnex.



e

2 ik u FPibralt nvalib

4. definicié Legyenek adva az E, B, F  sokasdgok tovabba
a W: E—B differenci&lhaté leképezés.

al 2 W@=(Ew B,F} négyest differencialhaté fibrilt

nyaldbnak /vagy egyszerilen fibralt nyalabnak 111, csak
nyalabnak{ nevezzik, ha létezik olyan { (u-c.i“']’..n).}

ol A
egylittes, amelyre teljeslllnek a kdvetkezsk:

f1f {anA nyilt lefedése B -nek:
12t V¥V « e A M. U, x F— W“'lﬁi)diffeomarfizmus;

13} "u"::e‘udlgei:;. Tey (X,4)= A vagyis az

diagram - ahol Pr, az “‘nt tényezdre vald termé-
szetes projekcitot jeldli - kommutativ.
b/ A B nyalsb egy metszetén olyan
s: B — E
differencialhatd leképezést értfink, amelyre
Te® = L
teljesil: @ metszeteinek halmazit Sec 8  -vel jeioljik.
cf Legyen B« | E',lﬂ:*t E'I F') egy tovabbi fibrélt nyalab! -

A ¢: E—E' differenci&lhatd leképezést fibrumtartd

leképezésnek nevezziik, ha

Va2, e B w(z)=wiz)— T g2 = [$2,)].
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1/ Egy ®= (E. i, 6, F) nyalabbal kape¢seliatban a kbvet-

kezt elnevezéseket haszniljuk:

- totiltér;

E
B -~ bazistér vagy bizissokasig:

—

F - fibrumtipus;

Fe =@ (%) - az xe¢ 8  pont £815ttl fibrum;

i‘{UhL'qQJEﬂeﬂf a nyaladb egy koordinitaeldillitasa.

Szemléltetés
s xeBf - a
f/j,ﬁi”" _fffgfﬁ metszet értékkészlete
1= :
| _ E
i ' |
Tots) & Fg

2f Kénnyen lathetd, hogy minden ¢: E— E' fibrum—
tartd leképezés indukdl a bazisterek kSz&tt egy oclyan

P B— B ieképezést, amelyet jellemez az

g -2 £’
|

T i l T
B e El‘l

e
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diagram kommutativitasa. A ¢B indukalt leképezésrol

egyszerilen kimutathatd, hogy differencialhaté.

A tovabbiak szempontjabdl igen hasznes kiinduléd ered-

menyt rxGgzit az

1. konstrukeidl lemma j£ibréalt nyalib konstrukcidf

Legyen B &s F egy-egy sokasig, £ egy /nenmiires/
halmaz, T%: E—= B pedig szilirjektiv leképezés. - Ha megad-
hatd olyan {({%m-qili¢eﬂ egyiittes, hogy
11y [1L¢I¢Jgh nyilt lefedése B -nek;

[2f Yoee A: ap U xF— rr'*{‘u.‘{) bidekecib;
13] ¥ oxeM, uweF: wey (%,4)= X,
j4] ¥ <, g ¢ A Veo: Y, * Fo— AL, F

o

{.“{HJ"_"" afo.i in});: f\lﬁﬁ_dnﬂ}fd {‘*HJ

]

diffecmorfizmus / ilﬂ§= A  esgetén per definiticnem/,

akkor az F halmazon egyértelmilen létezik olyan differen-
cidlhaté struktura, amely az | E*FT.E1I:) négyest
{[iliiq;)j SR koordinataeldallitassai rendelkezd fib-
ralt nyalabba teszi.

- A bizonyitast - amely azonban pl. a [st] 12.1. tétel-

re vald hivatkozéssal meglehet@sen egyszerid - melldzzik.®



R 1

d.3. Vektornyalab

[ -S———

S. definicid

al & §= (Euiﬂ B, FJ negyes {valds/ vektornvalab, ha

teljesiilnek ria a kivetkezdk:
VEL. E  fibrélt nyalab.
VBZ. &5 az f:K= k) LKE-EfJ fibrumock [véges-

dimenzids, valés) vektorterek.,

VB3. § rendelkezik olyan { [, ;qﬁi)}*ie.ﬁ un.

vektornyalab-kogrdinataelSillitdssal, amelyre nézve a

Yux © F— Fo | g, (4) = (0y)

ieképezések linearis izomorfizmusok.

b/ Ha M = {111¢.qi)}¢bﬁ vektornyalab~koordinidtaelGalli-

tasa § -nek, akker azt mondjuk, hogy az

t ._....[;L{I—J x'_"jg,pl [

dug © Tus Yoo, x * Mg, x

leképezésex az Ul -hoz tartozd koordinitatranszformécidk

vagy hogy a %ﬂ? leképezések egy 1Jl-k0¢iklust alkot-

nak.

¢/ Az Ul = B nyilt halmaz egy trivializilé k&rnyezet a

vektornyaldb szamara, ha létezik olyan, az
X F oo et (AL

\/

diagramot kommutativva tevd

q_rﬂ-- Ux§F — 7w ['LL)



a/

ef

£
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diffeomorfizmus, amelyre

Voxe s o P R Y (1) by o)
linesris izomorfizmus. Y, =t ekkor § egy W f5l5ttd

trivializ8ld leképezésének hivijuk.

A £ -vel kdzbs bazisteru §'= (E' v B, Fl) vektor-

nyalab résznyaldbja £ -nak, ha valamennyl F; fibruma

linedris altere a megfeleld |, fibrumnak s az
F! —= F, (x¢B) inkluzidk altal indukait <: E'—=E

inkluzid differencialhatd leképezés.

Ha E=(E4TF.E;F) valamint g‘ﬂ—*{E'Ln",E‘,F*)vektnr—

nyalabok és ¢ E—EF olyan differenciilhatd fibrum-

tartd leképezés, amelynek a fibrumokra wvald

g0 Fo—= Fg ) 1 x€B, 9 BB az indu-

kilt leképezés/ leszlkitésel linearisak, akkor azt mond-

juk, hogy egy  ¢: E— & nyalébleképezés van adva.

Amennyiben E és E' bazistere kizbs és g e El
olyan nyalabieképezés, amely a kozds bazistér identikus

transzformicidjat indukalja, uwgy ¢ -t erds nyalableképe-—

zésnek hivjuk. Vektornyalibilzomorfizmuson olyan nyaldb-

leképezést értiink, amely diffeomorfizmus a totaltersk
kz26ttk, 8 £ = . n vektornyaldb - izomorfizmugs léte-
zése esetén a £ 4&s % vektormyalabot egymassal izomorf-

nak mondjuk.

Tekintsilk a fk¥zHs bazisterii] £ = [ E, v, Bi F )1
g] = [El| ‘H‘* B ' Fi) } E"= {E"4 ﬂ'“‘ Bi Fl) —_—

nyaldbokat s jel8lje 0 a B bazisteri zérus-—vektor-



1/

2f

L B

nyaldbot, vagyis azt a B £5l6tti vektornyaliabot,
amelynek fibrumtipusa nulldimenzids. Legyen ¢: g'—*-g
és -y Ev—+.§" egy—-egy hyaldbleképezés. - A

D._'_..g'L_g_i’__.g”_.n

sorozatot rfvid egzakt wvektornyalidb-sorozatnak nevez-

ziik, ha

F]: "PA’ Fﬂ. ”‘Px Fu D

'y

¥V xe B: o

a szerepld vektorterek és linediris leképezések eqy ré-

vid egzakt sorozata. A

NS e

révid egzakt sorozatrdl azt mondjuk, hegy levégott

I
fsplit/, ha van elyan ¥ gt-d-g erds nyaldbleké-
pezés, amelyre Y- = Lgu teljesiil. Ekkor a ¥ nyalab-

leképezést a scorozat levigd leképezéseként is emlitjik.

A fibralt nyalabokkal kapcsolatban kor&bban beveze-
tett elnevezéseket értelemszeriien Atvittilk &s atvisszik
vektornyalabokra is.

Az AN -kociklusra itt adott definicié egybevag a fo-

galom altalanosabb, sheaf-elméletbeli &rtelmezésével
fv.0. pl. [H]| p. 38.}. Kozvetlenlil ellendrizhetd,

hoqgy v“"if"aﬁ ¢ A esetén uﬂﬁa f31l5tt teljesdl a

3;,@ ¢ gfa = gut.a-

un. kocikluzs-feltétel fiiﬂ = A esetén per definitionem/.

EJ
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3f FSlvetddik a kérdés: a vektorterek és linedris leké~
pezéseik rivid egzakt sorozatéra az 1. &llitasban meg-
fogalmazott tulajdonség aAtvihetd—e vektornyalidbokra?
- A valasg lgenld, de nem adddik automatikusan: towvébbi
ismeretek - igy pl. a késtbbi 10. &llitds felhasznalasa
szllkséges annak kimutatisahoz, hogy minden révid egzakt
vektornyalab-sorozatnak létezik levagasa.

4/ Ha 5 vektoarnyaldb, akkor Secgfaﬂ - nevezétesen
~ 0 -gzel jeldlve az F. fibrum zérusvektorit - az

& . E-—--E, xl-—r-a-*(_x)&ﬂxr:?”

leképezés metszet; ez az un. nullmetszet.

7, A1litss, A § &s m vektornyaldb koazbtti ¢: §-— ¢

nyalibleképezés pontosan akkor vektornyalsdb-

~izomorfizmus, ha a fibrumokra valéd

q}i? F’c—t- F:Pslx.}'l {HEE)

lesziikitései linefris izomorfizmusok, a ¢ .  indukilt le-

képezés pedig diffeomorfizmus a bazisterek kbzitt.

Bizonyitds. Ld. [Guv], Vol.I., p.45. @

8, allitas B bazisteriis §£ vektornyaldb metszetel Cnﬂ[ﬁ)—

modulust alkotnak a kdvetkezd operécibkkal:
(B, , B} r—= 5, +% ] (Sa+8 ) (<) 2 S ,0¢) ¢ o {x),
(F,w) — P ; (P )ix)z plgeix)
((8,,%,,9 ¢ Sec§, PeC™(B) xe E). %)




_2',"..

Tovabbi targyaldsunk sorén lényeges szerepet jatszik
az l. konstrukcids lemman alapuld

2. konstrukcids lemma jvektornyalab-konstrukcid/

Legyen adva egyy B sokasdg és egy F t -dimenziés

vektortér. Rendeljlink hozzd minden egyes x¢ B ponthoz
egy I, ¢ -dimenzids vektorteret, legyen
c=U_ F,
:EE

& tekintsiik a

T E—s B . yeF +—1{y)=x
leképezést. - Ha létezik olyan { (U, ’“I‘;-,ix)-Leh' ceddy
egyiittes, ahol

1© {U,},. A ayilt lefedése B -nek;

2° Vae A xedl,: R g F— F, diffeomorfizmus
&3 amelyre teljesiil

O . AT oL

3 & due’ u’niﬂ GLI‘F)J % gﬂ{stx)_%,i dﬁu,x

leképezések differencialhatok ["D-feltétel™/,

akkor az E halmaz egyértelmiien folruhdzhatd olyan diffe-
renclaihatd strukturaval, amely az (E{ W;'Eii:) negyest

vektornvaldbbid teszi. E vektornyalabnak

-
L

& o ALxF ~—= 'ir'*{’u.bLJ
(uiﬂﬁ) we A f
(%)= M) =Y, L)
egy vektornyaldb-koordindtaelSallitdsa, az <& & pontok-

hoz tartozd fibrumck pedig éppen az ezekhez hozzdrendelt

F

x vektorterek.
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Bizonyitds. Myilvan elegendd annyit megmmtatnunk, hogy

az {'{{hﬂiqk)JdeA_egyﬁttes eleget tesz az l. konstrukgids

lemma [2f-f4f feltételeinek,

ad 2] VYaytem {4, ) Ixed, : yleF. Mivel 2°

miatt specidlisan 4, ,' F— F, bijekcis, 3 ye F:

HI= %L*giﬁjé“?;{FtHJ ; kdvetkezbleg a v, leképe-—

zégek sziirjektivek. Ugyanakkor valamennyi +  leké-

pezZés injektiv is:

Yo (fata) = ¥ Ua 42 ) = Y o, Wl = Yo 0, W) € P, 0 F,

= K42 %, = e ) ﬂrﬂlx:[ﬂ“)zﬂf’uﬂ‘c[ﬂl}.‘ =7 #1482

'F‘ x & ,u'n-LinEF: -'i‘r:.ﬂi)‘ﬂ_{ula)='ﬁ"4’l‘?ﬂlgl'.3}= JE}
mert "fd_,x LH) . FIC'

Az eddig elmondottak alapjan tetszdleges o ;£ & A

indexpart véve képezhetdk a

; 1 . 4
r*‘gg_:'ﬂ?,'nrr,{,' u#xF_ﬂuh{F F
leképezézek és ezek bijektivek [megillapodva abban,
hogy ha {l_LF: & , akkor Yex PET definitionem léte-
zik &s bijektiv/. Mivel tetszlleges (xtgjerildﬁi E
egetén egyrészi

Ve[ ¥y i) = Yooy L, () =¥, ) =, )

masgrészt
‘ﬂ;[‘: '“l":: = Yﬁig Uﬁ')] = ""F,.-:,x[ml'r;,‘: 'f'f:,hx {'H)]= ﬂFu,_lx {-:},} )
fenndll a

Vo Yoo ()} = Ve %0 %% Ny (8]

Sgszefiiggés. Ez azonban azt jelenti, hogy
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d'{)g.u,_ [‘:IEJ :[K* r'fp.-jxﬁ’\l:_lx ['a:)] }

hiszen a 7, leképezések injektivek. Eredményitink

a jobbeldal trivialis Atalakitasaval a

Vo (38) 7 (P 001), g0 PRE0)
alakban is irhaté, innen pedig a [ -feitétel fi-
gyelembevételével kdzvetleniil kiolvashatd: a Yiw
leképezések differenci&lhatdok - s kivetkezésképpen

diffecmorfizmusok.®

2.4. Példidk vektornyaldb-konstrukciékra

. p——

EH Linearis &s multilinearis eljérésuk

e ———— ——— bk I R T e S oy ——— ———————— i ki I e Bk o

Egy vagy t&bb fde az utdbbi esetben mindig kdzds bi-
zigteriinek fbltételezett/ vektornyalabbdl kiindulva, a fib-
rumokra alkalmazott - nagy vonalakban az 1. alfejezethbhen
dttekintett — "linedris és multilineéris eljarisok” révén

a 2. konstrukcids lemma alapiin ujabk vektornyaldbok &pilt-

hetdk fol. - Nevezetesen: megadva a
B = | -3 H4
§=(\.E4W"|Bipd) és ”l‘LE¢“1|EiF)
vektornyaldbokat - egyebek mellett - képezhetdk a kivet-

kezok:
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Jeldlés Fibrumok (< 8 )
1. Whitney-8sszey EBa Fod Fl
2, Tenzornyalib EQn ;";@ Fi
3. Bivektor-nyaldb ANEZEAE Yo F:
4. Fonjugalt nyaléb g* LLFL)
58/ L{E;n) L{F L kL)
sbJ. LesLSD)|  LIFLFY)

Az l-3. esetekben a konstrukecid kiterjesztése tdbb tagra
ill. tényezdre értelemszerii. - Megjegyzendd, hogy amennyi-
ben egyidejileg té&bb, kizbs bazisterii vektornyaldbot tekin-
tink, ugy az altalancssag sérelme nélkiil mindig vialasztha-
ték szamukra olyan vektornyalab-koordinitaelBallitésok,
amelyek a k&zds bazistér ugyanazon nyilt lefedéséhez tar-
toznak. Ezzel a lehetdséggel végig élni fogunk.

A most tett kijelentések atfogd &s teljes bizonyita-
sat illetSen elegendd az irodalomra utalnunk [ld. pl.[ﬁﬂvj,
Vvol.I., Ch.2./. Tiizetesebben szemiigyre kell azonban venniink

a tenzornyalabot, ugyanis mind a vele kapcsolatos Allitas

részletes és pontos kimondisa, mind annak igazolisa fontos

szerephez fog jutni vizsgilataink soran.

9. &llitss Legyenek L' = (E* 7, B, F') (i=1,2) [xbzbs

bazisterii/ vektornyalébock,
4 :
{(uiuq&)} ] 1= 4,2
vektornyalib-koordinAtaeldallitisckkal. - Az
— -
= U F @F
E e B X ®
halmazon egyértelmiien létezik olyan differencialhatéd struk-

tura, amely az
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(E.#,B, F'@F*)

§‘® E* vektornyalabbé - azaz tenzornyalibbi - teszi. A

tenzornyaldb szamira vektornyalib-koordindtaelddllitss az

1"{' = {(.ﬂutj"r;.)j
egylittes, ahol
o U (FI@FY) e o (U )

4 9.8y J—e ¥, (%, 1,0y,) l""'ﬁ.,x['&h®'ﬂz)'="Flﬁxgq’:‘gl‘éa@h)

és az ™M -kocikiust alkotd leképezések értékeiket a
GL (Fd@ Fl) esoport GL(F')® 614 '_:J') részcosoportijiban

veszik £&51.

Bizonyvitds. Rendre verifikaljuk, hogy az &llitishan meg-

adott {[uﬁnﬁ‘,{}} egylittes eleget tesz a 2. konstrukcids

Q

lemna 19-3° feltételeinek. - 12 teljestitése N definici6-

jara tekintettel automatikus, hiszen {’u. i} szerepel mind
3
g* , mind & megadott vektornyalab-koordinadtaelBallitisa-

ban, - Mivel a VB3. axidma értelmében a

"f’:x LR F'i (~=4,2)

1
leképezések linefris izomorfizmusok, s igy a természetes

differenciilhatd strukturidkra nézve egyuttal diffeomorfiz-
musok is, kovetkezik, hogy a

"f"ll‘:|1‘L Yq.[_.ﬂ@{irrﬂ-q‘ X 4
leképezések diffecmorfizmusok, azaz hogy il ugyancsak fenn—

§11. - Tekintettel végiil arra, hogy az &llitasbeli Ui -ko-
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ciklust alkotd 926 leképezések a

g-{f (x) = Qf’ar_:r : ‘Ypr = ("Fl,x@"}’il,‘)‘ (T;JHQ 1";")'—'
s byl Oyl ) LS, -
A RE R UILC A
- (%) ® 5;{” (xe A )

4
46

Bsszefliggés szerint hatnak, a 2. konstrukcids lemma D -
feltételének teljeslilése és a szdbanforgd W -kociklus
leképezéseire tett kijelentés helyessége egyardnt vilagos.

- Ezzel Allit&sunkat teljes egészében igazoltuk. @

Megjegyzés Korébbi terminolégiai megdllapodadsainkat a

tenzor-nyalabbal kapesolatban is fenntartjuk!l

A tablazatban foglaltakhoz kapcsoldddan még egy
fontos észrevételt teszink. - Vektortereknek jellegzetes
tulajdonsaga, hogy bennilk minden altér f&llép direkt Osz-
szeadanddként, vagyis hogy egy E  vektortér tetszSleges
H alteréhez megadhaté olyan W — E altér, amellyel
E=H®HK . Ez a tulajdonsidg - bar tavolrdl sem trivia-
lis médon! - mintegy &tdr&klddik a vektornyaldbokra is,

ervényes ui. a

16. 51litas Vektornyaldb minden résznyaldbja flllép

Whithey=-8sszeadanddként.

Bizonyitds. Ld. [CHV] , vol. I. p. 69-70.®
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E Indukalt nyalab

— o — o —— iy S S . s

A 2. kenstrukeiés lemma némileg masjellegt alkalmazi-

sdval nyerhetd a

11. A11itd4s ILegyen adva a £:-{(E, 7, B, ':) vekternyalab,

egy M sckasag és egy
s M —= B

differenciilhatd leképezés. Tegyiik £51, hogy
- { L\ti..l {P#—)}E'LEA

egy vektornyalib-koordinitael®allitds & szamira. Legyen
N = U

xeM #Ls)
g: N— Ml d & F‘ﬂ”l—rglg)': X

w, = et (V) 8wt P
Ekkor
1/ {fu&}ﬂ A nyilt lefedése ™ -nek;
2f VweA, xedl : Yo b B qu{,.;) diffeomorfizmus;

3/ a a“ﬁ: ’uﬂ_s'—" GL{FJJKH'JD{F[Uer:‘.aFF.H
leképezésck differencialhatik,

kivetkezésképpen N egyértelmiien f&lruhdzhatd olyan dif-
ferencialhatié strukturaval, amely az {,H.‘ g, M, F) négyest

vektornyalihbié teszi. E wektornyalab szémdra egy vektor-

nyalab-kcordinataelSallitas az a I = { L‘U.“d & )juLeﬂ
egyuttes, ahol a <, leképezések a Tﬂ"-.* leképeziésekbdl
a 2. konstrukcids lemmaban leirtak szerint szarmaznak, a
Yug leképezések pedig fr  -kociklust alkotnak.

- az (N, g, M F) vektornyaldbra a 8"f jeldlést hasz2nil-

juk &s azt mondjuk, hogy ©‘5 a 9 leképezés &ltal indu-
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kalt nyaldb.

Bizonyitds.

1/ teljesllése vilagos: {4laliaeﬂ nyilvan lefedése M -
nek, mégpediq nyilt lefedése, hiszen a differenciidlhatd-
sédg miatt a © leképezés folytonos 1is.

2} kivetkezik a VB3. axidémibhdl, tekintettel arra, haogy
{ (.U;,_ ; BPd-)}uLe A vektornyalab-koordinatael©illitas §
SZAMAra.

3} wverifikalasa végett vegyilk &észre, hogy amennyiben az

1 -kxociklust a Gup leképezések alkotjak, ugy tet-

szdleges = ¢ u“‘-F esetén
- i = = c = = L .
3«.5 (x]= ?ﬂqﬂ ¢ ﬂlﬁs‘u a o L) (Ppil‘ﬂx; ng[rs{_x)] ‘agp 2 i“),
tehat
,aa,tl; = gdp- ‘8 }

ami a 3@9 leképezések differencialhbatdsigat jelentd.

Mivel 1/-3/ fenndllisa &ppen a 2. konstrukcids lemma
19-3° feltételeineck érvényességét mutatja ebben a specialis
szituficibban, az Allitisban tett tovabbi kijelentések kbz-

vetlentil adédnak. &

2.5, Lokalis koordindtarendszer vektornyalabon

——

Legyen az WL < B  nyilt halmaz trivializdld kdrnye-
zet a E =(E, ", B, F) vektornyaldb szémara, Y, ° WU*F— Ti'"l“-)
trivializald leképezéssel./ Trivializald k&rnyezet minden

vektornyaldb esetén létezik, hiszen VB3. értelmében tetszo-
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leges vektornyaldb-koordindtaelBallitis barmely krnyezete
ilyen./ Tegylik fel, hogy x' -...x™ a bédzissokasig egy 1l
£515tti lokalis koordindtarendszere, £’ ... " pedig az F
fibruntipus egy tetszGlegesen réigzitett bazisahoz dudlis
bazisa az (| [F) konjugdlt térnek. - K8zvetleniil l1&athatd,
hogy az

{H—-‘ = X e {'f"fr'-',"-)}

Y ;e‘aprlﬁnif: i gy 39

figgvényrendszer lokdlis koordinatarendszer az E  totsl-

tér v '(U) nyilt halmazén; e lokilis koordinitarend-
szerrdl a kOvetkez®kben azt mondjuk, hogy fegy/standard

vagy szokdsos koordinatarendszer az 1l trivializals ksr-

nyezet w ' {1) projekcié-inverzén.

Tegylk £561, hogy speciilisan egy r§ -rangu
E=E'® - (F 7, B, F'@ F2) (= dim F' s=dim Fl)

tenzornyalab van adva. Ekkor nyilvan walaszthatd clyan

AU < B nyilt halmaz, amely egyarant trivializald kor-
nyezet a g“gl és & vektornyaldb szamara, rendre
ﬂr; fY;_éE Yy trivializald leképezésekkel s a 9. A11i-
tdsban mondottakra hivatkozva az is filtehetd, hogy az

utdbbi leképezésekhdl a 4¢/ definiciéban leirt mdédon kép-—

4 2 ; - i
zett “Fudxi ﬂﬁulxl'Wh.x lekepezések a

' - - 1 T
F\Iﬁ,,x - "fu,xg Wu,x { xe il tetszdleges/

Beszefiiggés szerinti kapcsolatban Allnak egymissal. — Ten-

zornyaldb r”*'(Ul) £816tti standaxd koordinitarendszerérsl

T M. & - vl o

o R PR B
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mindig a most részletezett megszoritasok féltételezésével
fogunk beszélnl s ezen az dltalénos eset analdgidjiara kép-
zett

Yyt o= DT (v=d )
fﬂaé E’"@-I:lﬁ prz.r.a{:';; ot =4, .

v b “"*s"‘ié‘.}
filggvényrendszert értjiik, ahol { Edj( és { ;f..lj az L Fd)
és I,in) vektortér egy-egy tetszdlegesen rigzitett bazisa.

- Egyszeril, de hasznos ésgszrevételt riigzit a

12, allitds Ha {4°;¢" "} a E=§'@%=(E,w B, F'@F)

tenzornyalabnak standard koordinidtarendszere

az L= B trivializald kérnyezet projekcié-inverzén, akkor

a
$5% 0 e (fu.) —= K

figgvényeknek az F, = F'® F. (xe ) fivrumokra

vald lesz#kitésel az
1 a 1
L(Fi®F. )= L{F)®LIF,)
vektortér dekomponalhaid elemei.

Bizonyitds. Az eldrabocsatottak szerint a
Yoo X (F@FY) — vt (1)
trivializalé leképezés segitségével képzett

A z F i
""F“ g i F'®@ F° — F1®FH I '&;1@.31.-_‘— "1’14.,'-.‘14@‘31)7'"?““&.@'31)

leképezésekre
i
ﬁrﬂi'{ =’YL~|K® n.l’lr-"l-ll_](

i A - . 4 - -
teljesil, ahol y, é&s Yo £ ill. g szamara tri-

viallzdld leképezés UL FB18tt. Mivel a
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W;ix: F —-Fi (nad,2)

leképezések linedris izomorfizmusok, tenzori szorzatuk a
: X i = 4 S 4 Z
xﬁh”@-ﬁf’uix P FI®FT — FT®F

linedris izomorfizmusokat adja. TetszOlegesen rogzitett

xe Al  mellett a Y, ® v, linedris leképezés du&lisa
¥ b

a
s i 3 4 z e = FL
Lﬂruix@“‘ru,x‘) : L[FH@} F.)— LIF'® )

linearis izomorfizmushoz vezet, ez utébbi helyett azanban

a 3. és 4. 8llitas figyelembevétel&vel
¥ 1 x a4 i 4 z
(e, Jo(va )+ LIFD® L) — L(FIeLLFY)
is irhaté. = Tekintslk mirmost az {_f"} &s {IA} bazisok

F' - 131, F* -bels fa,} 111. {6 ! qualisit, axkor
ﬁf.-u‘g ['11@@3“) = Y'Lr(®w3if{&¢®'ﬁi‘x} =

= yL L @)@yt (&)

folytan {“ru,-c [ﬂ'.¢® Er:.,)} 'I:i @ Fi -nek dekomponil-
haté tenzorok alkotta bézisa, és ha
7
-t'F-J 4 z = -Ll: J
FABF,

akkor

£2 Y B ow s _ _
i X [qfu,q {qﬁ@ E—L)] = ®I ¥ry Y-u_ |F'®'F1 [ET&L{KJ u‘u!.@g_mj]_

o w

= ?F'@ch pr, tx: CLA@E'x,J = FF@I*((&@E_&) =

= EF(QWJI:} LE”\.) = fjli {_fi :



ami azt jelenti, hogy a

e L{FI@F )= L(FL)® LIF:)

=

m

a
ftiggvények a {P“Ku,.; fa @ Ev,h)} bézishoz dudlis bizisit
alkotjak L{F%)®L{F>) -nek. Mivel masfel5l a
oA *@ g A e
Rﬂruli (chx} linearis izomoriizmus inverze az

A
{ a, & &';b} bazis { £* E’“t } duidlisgit gzintém a

i"{uli (v &€ ) } bazishcz dualis bizisba viszi,

amelyet a
(L")

(vi )0 () (i)

dekomponalhatd tenzorck alkotnak, a dudlis bazis egyértel-

* =1

g3
miigégébdl kivetkezik a {lx b&zisvektorok dekomponalhatd-
séga. @

3. Differenclalformik

Alfejezetliink elsd két pontjaban kbzismertnek mondhatd
& a toviabbiakban lépten-nyomon elSforduld fogalmakrdl, té-
nyekrSl adunk - jobkara felsorolasszerii - attekintést. Cé-
lunk elsSsorban a sz&— é&s jeldléshasznilat rdgzitése, egy-
-két helyen azonbkan kicsit alaposabban is el kell majd 145=z-
niink. A 3. pont a sokasig differencialformiinak egy bizo-
nyos - t&rgyaldsunk szempontjabél igen lényeges! - &ltaléd-
nositdsaval foglalkozik, természetesen szintén csak a szik-

séges minimumra korlitozédva.






























































































































































































































































































































































































































