SEzjilacsi Jozsef

HORIZONTALIS STRUETURAE

Kandidatusi eértekezéds

Debrecen, 1987.



0. BEVEZETES

{0.1] HEa Richard Palaist k&vetve egyetértlink abban, hogy egy
matematikal diszeoiplindt az &ltala tanulményozott kate-
gbéria hatéroz meg, akkor [v.5, [Pal]f &rtekez&slink hovatartozi-—
s&t illetden is mbd nyilik néhény hasznos, elBzetes észrevétel
kbrvonalazdsdra. ~ Erdsen idevigd pSldéval kezdve, a szébanfor-
g6 f8lfogés szerint pl. a linefirie analizis a topologikus vek-
torterek /mint cbiektumok/ €8s a folytonos linefiris leképezépak
{fmint morfizmusok/ tana. A line&Sris analizis globalizllt valto-
zatdt kapjuk, ha topologikus vektortér gyandnt egy Bokagly f3-
18ttl vektornyaldb metszetelnek vektorterét tekintjfik, a foly-
tonos lek&pezéseket pedig linefiris differencifiloperitorokkal
{vagy integro-differencifloperftorokkal/ realiziljuk. Amennyi-
ben vektor-nyal&bok helyett &ltalidnos fibralt nyalibokat szere-
peltetiink, a globilis nemlinedris analizishesz Jutunk. Ezt a né-
zSpontot érvényesitve tehit, dolgozatunk legiltalinosabb c&l-
kitlizését abban jelslhetjfik meg, hogy a "tradicion&lis* diffe-
renclélgecmetria konnexibkkal foglalkozd — 5 ekként az alapokhoz
tartezd ~ fejezetét szisztematikus médon a globalis nemline&ris
analizis keretel k&zBtt  kisérli meg elhelyezni s az gy adodd
fooalml-technikai appardtus mozgdsitdsival kivania kidolgozni.
= Valéjaban a globdlis nemlinedris analizis jelzett keretein is
tégitottunk kis mértékben: azt taldltuk, hogy a "mi min mulik?*
kérdésre viligosabb vilaszok nyerhet®k, ha fibrilt nyalabok he-
Iyett a fibralt tereket /[fibered space/ vAlasztiuk kilinduld ob-
Jektumalnknak. /Ez a némileg nagyobb &ltal&nossdg szerencsésen
talalkozik napjalnk legfrissebb alkalmaz&si ilgényeivel, v.5.
pl, [MM2].{ Stratégilink a konnexidelmé&let sz0banforgd "befgya-
z&s4&ndl” igen egyszerd, Ha E=(Ew M} az alapulvett f£ibrilt
tér, képezzilk a v, linedris érintdnyaldb VE vertikilis rész-
nyalabjét s ehhez kijeisliink egy HE Whltney-komplementert, azt
mondva ilyenker, hogy egy horizontdlis strukturidt adtunk meg
& -n. Borizont8lis struktura birtokiban a Lie-derivilis alkal-
mas Altaldnositfsa segitségével [fnemlineiris/ differenciilope—
ratorok egy olyan csalidjst konstruiljuk meg, amelyrdl a vektor~
nyalap esetben - vice versa - kimvtatijuk, hogy j61 definidlt &r—
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telemben meghatirczza a horizontilis strukturat f716,1.1} té-
telf,
f0.2] ‘T8rekvéseink é&s a vazolt stratégia természetesen nem
elSzmények nélkil valdk, s nem 1g elszigetelt villalko-
rdsrfl van szé - ellenkezBleg. Mivel a konnexi$ modern flfogs-
84hoz vezetd ut — ha eltekintilnk a4 finomabb historikus részle-
tektSl - a "461 ismert” kategdriidba tartozik, nem szdlunk e
helyen arrél a hosszn és f518ttébb tanulgigos aziirSfolyamatrél,
amely Levi-Civitatsl E, Cartan, C, Ehresmann, 5. Chern, S. Ko-
bayashi, J.L. Koszul &s m&sok erffeszitései nyomin elvezetett
a mal, letisztult képig, egyetlen - Xltalunk azonban d¥ntdnek
vélt -~ mozzanatra szeretnénk csupin f8lhivni a figyelmet:
Ehresmann konnexidelm&leti runkassigira, amely az Ssszekdts ka-
pocs Elie Cartan meglehet@sen intuitiv ideAi &s napjaink szigo-
Tu szemlélete k¥z8tt, Ehresmanp ismerte £81 fegyebek mellett
~ 8 a ml terminoléglinkkal &lve ~{ a borizont&lis strukturik
fundamentilis JelentBségét; lényegében a fentebb jelzett Alta-
linoss&gban, tehdt a fibrilt terak s2intjén /l&. [Ehr 1,2j/.
Ugyancsak & volt egyik kezdeményezSje a jetek elméletének, amely
4 kalkulativ apparitusnak vilt nélkfldzhetetlen eszkdzEvE, Fib-
rAlt t&r, horizontilis stxruktura, jet: hérom olyan kulcsszd,
amely & mi térgyalfisonk karakterét is megszabja, Azt mondhatiuk,
hogy geometriai szemlélet&ben dolgozatunk Ehresmann eredeti idefi-
bél merit - mintegy a "tiszta forrésb6l®. Ez nem felenti azt,
bogy munk&nk Ehresmann ujraf8lfedezését vagy valamiféle rehabi-
litaci6jat kingldja, ilyesmire nincs szllkség: Ehresmann hatisa
évtizedek 6ta intenziven jelen van a matematikai gondolkod&sban,
A minket érintd targykSrnél maradva, ilgen erds, tSle eredeztat-
hetd vonulat mutathats ki pPl. P.Libermann &s 1.Xola¥ munkissi-—
ghban. Jeleznilink kell, hogy =- a rokonsdg dacira - a mi megkl—
zelltésiink, kérdésfSlvetdsiink, technikink teljesen mis palyat
kivet, mint a Libermann- 111, a Eolar-féle, t3bb impulzust ic me-
ritettlink ezzel szemben M.Modugno és csoportia idevenatkezd mun-—
k&1h6l | [MM 1,2]¢.
10.3] Mieldtt ritérnénk a disszertdci$ tartalminak vizlatos be-
mutatisira, szlikségesnek &rziink egy rbvid eszmefuttatfist
& kifejtés, a megfogalmarfiz sorn kSvetett 8ltallinos elveinkrdl,




~ §i1 -

=~ TOrekvéslnk volt dolgozatunkat - a repndelkezésre 118 kere-
tek k8zdtt -~ "self-contained"-dé +tennil, Erre - a természetes
beled hajlandésigon tul - biztat&st adtak az [S21] munkdnkkal
kapcsolatos kedvez? visszajelzbsek Jennek Bsszefillitésakor ha-
sonld volt az alapdllispontunk/. TBrekvéstink mellett sz51t az
a kirtilmény is, hogy szémos, valdban - &g nem czak e tirgy-
k&rbenl -~ alapvetd fogalom, konstrukcid tudom&sunk szerint
itt fog eldszdr magvar nyelvil megfogalmazést kapni. - Eiindul-
va tehdt a horizontdlie strukturdkbdl, a konnexidelméletet
ab initio dolgozzuk ki, nem tételezve 51 gemmilyen rdjuk vo-
natkozd tovibbl elSismeretet; eredményeinket a rendszeres ki-
fejtés folyamatdba &pitjlk be. Ugy vélilk, az eredetiséy kivé-
nalma ezdltal nem szenved csorbft, ellenkez®leg: bizonyos is-
mert, de meglehetdsen elszigeteltnek, partikulérisnak tind t&-
nyek uj megvilagitdst kapnak aziltal, hogy egy egységes, sajé-
tos szempontokat &€rvényesitd tdrgyalés elemeivé vSlnak. - El
kell mondanunk, hogy a rendszerességre val§ t8rekvés olykor &1-
dozatokkal i= j&rt: néhidny speciilisabb eredménylinket melldzni
voltunk kénytelenek annak &rdekében, hogy az &4ltalAnos gondolat-
menet megkapja a teljes kidelgozist,
0.4} A jelzett filoz6fia jegyében fogant a disszertécid I.fe-
jezete, amelynek anyaga nagyrészt folklor, F81 kell azon-~
ban hivnunk a figyelmet n&hény fontos mozzanatra ezzel kaposo-
latban is. Mindenek eldtt: egy&ltaldn nem volt eleve magitdl &r-
tetddd, hogy mi kertiljdn ebbe a fejezetbe; misként &5 pontosab-
ban fogalmazva: egyAltalén nem nyilvinvald, hogy mi az az al-
gebrai-analitikus apparitus, amely adekvit egy &ltalanos és
technikailag j6l kezelhetd konnexidbelmélethez. A kérdéses esz-
kfzdket £51 kell kutatni, Gssze kell gylijtenl fha méshol mar
rendelkezésre allmak/ s miikddCképessé kell formalni Bket, el-
végezve bizonyos mddositfsokat, kiegészitéseket, Tlyen jellegll
tevékenység képezl az I. fejezet £5 targyst,
f0.5f Térjiink rd a részletekre! - Ami a konnexifelmélet algeb-
rafi hatterét 1lleti, a Lie-modulusckat s mé&ég inkibb a
graduzit Lie-~algebrékat kell elstként kiemelnOnk. jUtébhiak
azgidja napjainkban egyébként 1s ndveked®ben van, kSszénhetSen
2z elméletl fizikiban mutatkozd alkalmazfsl lehetSségeknek. [
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Rz I. fejezet egyik kulcsmozzanatas az &ltalunk Fr&licher-
“Nijenhuis-félének nevezett A{E; v, )2 ALE)@®Y(E) A(E) ~modu-
lus megkonstruildsa a B.§-ban. Az eredeti konstrukcidt ~ id.
[Fn] -8ltalsnositottuk, a kapott objektum azonban csupin specis-
1is példa nyal&bértéki formik alkotta modulusra; utSbbiak rész-
letes - Altalunk is sokban vonatkozdsban &tvett - térgyalisa
a2 [GaEV]} monografiiban talilhats meg. A(E;%.) -nek nagyfontos-
88gu részmodulusfhoz jutunk, ha Ap (M ¥ ) ¥ 4(M)® A E ¥
o h{MJ@ZEPE ~ré, az un. vetithet? vektorértékil formikx modnly~-
sdra szoritkozunk. A_(M;¥.) -t egy Modusno &ltal javasolt
fv.5. [MM2)/ ~ £518ttébb komplikslt, de rendkiviil célszertnek
blzonyuld - miiveleti utasitissal graduilt Lie-algebrévi tesz-
sz8k -~ J8.2.4/ lemma ~; ez a Lie-algebra lesz t&rgyal&sunk
egyik fSszerepldie.
f0.6] Mint f0,1/-ben jeleztdk, a differenciilopertorok elmé-
lete az az Gsszekdtd elem, amelynek segits&gével a kon-
nexidelméletet bekapcsoljuk 4 modern, memlineSris analizis Aram-
kirébe. A differenciiloperdtorckra vonatkozd, eleminek mondhatd,

sok tekintetben mégis igen friass £&s ujszerlien komponflt, =ziksé-
ges tudnivaldkat a 9.§ tartalmazza, A nemlinefirig eset megra-
gadasit lehetdvé tevd konstrukcisk gondos leir&séra megkUl8nb&z-
tetett figyelmet forditottunki/ A § legfontosabb eredménye talsn
az egyébként igen egyszerd {9.4.3) lemma, amely eqy rendkiwvill
dltal&nos operdcibénak, a geometriali cbjektumok Salvicli-féle
Lie-derivalésdnak =~ [Sal] - hat&sos adapticidjat szolgdltatia,
Y.Roshmann-Schwarzbach egy tétel&nek alkalmazisival kBvetkezik
ekkor, hogy f9.4.3) kvhziskalsr differencidloperitort vezet be,
8 mivel horizont&lis strukturihosz éppen a /9.4,3/-beli konstruk-
el specializilésaval csatolunk majd differencifloper&torokat
a 16.5-ban, az itt tett észrevételek nyitjsk meg az utat a kon-
nexidknak a disszerticifban alkalmazott vigzsgdlatahoz,
/0.7/ Egészét tekintve az I.fejezet alapvetden technikal jelle-
glt bevezetd anyagot rendszerez [fibr&lt terek, nyalibok,
morfizmusck, a vertikdlis nyaldb, jet-nyaldbok &s affin nyali=-
bok, a lok&lis leir&s apparédtusa, -++/. Hangsulyozandé a segédsze-
repet, valamennyi itt kimondott eredményt lemmaként f11l, k8Svet-
kezményként/! tituléltunk, E lemmik azonban - mint megannyi apré



fogaskerék - 4§51 atgondolt logika szerint cgatlakoznak egymis-
hoz, = bar a fejezet eredetliségre csmak erfsen korlitozott é&rte-
lemben tart igényt, ebben a résizben is van egy-két csucspont,
amit a tirgyalds megcéloz. Példaként a vetithetsd vektormezSkkel
é¢ a homogenitissal kapcsolatos megfontol&sokat emlitjllk, ame-
lyek elvezettek az 3ﬂfE Lie-algebra centrum&nak {= {oF ) egy
szdmol&smentes jellemzéséshez, - Ebben a kontextusban talsin Beg=
lepdnek tiind részletességgel szbltunk néhany olyan konstrukcis-
rél ~ Jet-nyalsb atruktura 1-formija, infinitezimilis kontakt
transzformicid - amelyek a modern variicibszamitis eazk®zt&ri-
bdl valék f[Garz], [MM1]/. a magyarézat: ezekre az eszkdzBkre
szlikeéglink volt a vektormezdk 1-jet kiterjeszt&sénél, ami a ké-
sSbblekben lehetdvé tette 3 horizontilis strukturira vonatkoz
homogenftisi feltétel egy lgen frappins megfogalmazisfit - 14,
f15.3.4/f]10¢,
fo.8f A 11. fejezet 10-17.8-ait gzenteltllk a horizontilis struk—
turdkra wvonatkozd daltaléncs vizagilatoknak, a 12.§ inkibh
alkalmazés-jellegil, {MegeldzB fejtegetéseinkbsl vilagos, hogy a
iI.fejezet szorosan az I.-re €pltl, a delgozat olvasisa mégls kezd-
hetS a 10.§-sal, ekkor agzonban sfirlin  vissza kell lapozni az elSz-
ményekhez, /[ A jelzett periddus gerincét - &g egyben csucspont-
jait - a té&telekben Bsszefoglalt megdllapitisok képezik. Atte-
kintéslinkben ezek r&vid vazolisira szoritkozunk, azzal a megjegy-
zéssel, hogy maga a fejezet lényegesen t8bb, mint a csucsokra
fiehetdley miné&l célirdnyosabban}! f3lvive utak megkeresése, be-
jdrdsa. - A disszerticidban az elss, tételké&nt emlitett eredmény
114_4.17, amely a horizontdlis struktursk kildnbdz8 megadisait
5 ezek kapcsolatit irja le, atfoyd jelleggel. fazt természetesen
nem atlitjuk, hogy f14.4.1}-gyel az Bsszes lehetBzéget kimeritet-
tik horizontdlis struktura megadasira, a legfontosabbakat azonban
minden bizonnyal flderitetttik. Atfogd jellege felytan - a fO.3)-
ban jelzett filoabfia szellemében ~ a tétel az eredetl eljdrisok
mellett joélismert konstrukciSkat is magaba foglal jhorizontalis
struktura szirmaztatdsa kanonikus egzakt sor hasitisaként 111.
jet-nyalib globslis metszeteként) ~ ezek elkiildnitése kétségkiviil
mesterk&lt lett wolna. A horizontidlis strukturdk tirgvalt megads-
sai k&z#1 a lifteld formikra hiviuk £51 kiilsn ig a figyelmet, Er-
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telmezésliket & bizissokasfg vektormezdinek horizontdlis 1liftiét
karakteriz§l4 tulajdonsigokra alapoztuk; kitlintetett jelentSsgé-
giket az a k8rlilmény biztositja, hogy alkalmazhaté réjuk a fO.5/-
ben kdrveonalazott algebrail apparfitugs. A 1ifteld formik technik&s-
38nak tovabbl eldnyeit véleménylink szerint hatfisosan demonstyil-
ja a 25ré §.
fC.7f Bz &ltalinos horizontslis etrukturiktél a linedris konnexi-
5t eredményezd horizontilis strukturikhoz a homogenitasi
feltételen keresztil vezet az ut, E feltételre uj, elegins értel-
mezést tals&ltunk, amelynek a - szintén atfogd jellegl -~ }15.3.4/
tételben tiz ekvivalensét fogalmaztuk meg [fezuttal gem melldzve
az olyan ismert kritériumokat, mint a f15.3.47743},14},7/11f ki-
jelentések/. A homogenitdsl feltétel diszkusszidja végére [15.3.4/
még nem tesz pontot: tovabbl, fontos jellemzésével azolgal a
fl6.3.2f, maid a f18.5.87 tétel, Az elZbbi szerint eqy horizonta-
lis struktura pontosan akkor teljesiti a homogenitisi feltételt,
ba csatolt differencisloperitoral a linearizdltjaikkal azonosit-
hatdk [fa lineariz&lis mibenlétét természetesen gondosan tisztiz-
tuk/: az utébbi értelmében a homogenitisi Felté&tel teliestilése
ekvivalens a vizsgslt horizont&lis strukturihoz tartozd Berwald-
triad deflexidmentességével. [Litszdlag tavoli fogalmak esztéti-
kug Osszecsengése!l
fO0.8/ B horizontilis strukturfk g8rbiletelméletének tirgyalisst
az absztrakt hittér megviligitisaval készitiGk eld. A
klasszikus Nijenbhuls-torzid fogalm&t Stvigszik tetsz8leges Lie-
modulusok kontextusiba s igazoljuk, hogy természetesnek mondhaté
feltételek mallett -~ 14, {17.1,1} - Lie-modulus eqy részmodulusa
pentosan akkor Lie-részmodulus, ha egy alkalmaa projekcid-cperi-
tor Nijenhuis-torzidja eltlinik. Ez az é&szrevétel egyben kezinkbe
adja a kulcsot a horizontilis strukturik integralhatbsiginak vizs-
gdlatihoz. A Grifone-féle definiciést [6r] &1talSnositva, horizon-~
talls struktura gdrbiiletl tenzormezdiét a - ZIrn]=R
Nijenhuis-torzifként &rtelmezzik, ahol h  a strukturihoz tartoz
horizontilis projektor. A gbrbileti tenzormez®vel azonos inform&-
cif-tartalmu, de a kalkulatiwv kezelhet8ség - algebrai apparitu-
sunk mozglsithatbsfgal - szempontjébsl sokkal eldnySsebb a
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/17.3/-ban bevezetett € gbrbiileti forma. Ezt explicite 15 ald-
4llitjuk a horizontilis gtruktura lifteld formja segitségével
= {17.3.3] tétel - g igy egyben kdnnyen jarhaté utat nyitunk a
Bilanchi-identités dltalénositaga - 117.3.4/ tétel - irdnviba,
fMegjegyezziik, hogy tovabbi érdekes - a szokisos Lie—-derivil&s
Begitségével t8rté€nd leszirmaztatist mutat be a g&rbiileti for-
mara f17.3.6//. ElSirva a homogenitést feltétel teljesiilését,
részletesen diszkutdljuk a bevezetett gbrbiiletl forma 3 az
ilyenkor rendelkezésre &115 klasszikus gbrblileti tenzormezd
kapcsolatdit /f17,5.1/, f17.5.2} és k&vetkezményeik/. Igen hasz-
ncesnak érezziik azt a konstrukciénkat, amely g hagyominyos kiilgd
kovarians derivalast éltaldnositja; ezt minden bizonnyal alit§-
masztia az a levezetés, amelyet a segitségével adtupnk az emli-
tett Blanchif-tipusu/ identitfsra.
0.9} A z&186 - g egyben a legterjedelmesebb - § hirom, egymis-
hoz meglepBen szoros rokonsdgot mutatd témat tiargyal:
affin-, projektiv és Finsler-strukturikat. - Egy affin strukturit
olyan parként értelmeztlnk, amelyet egy horizontflis struktura
valamint egy alkailmas "eltolas-morfizmus™ alkot. A nyalib és az
eltolés megfeleld specifilin vilasztisival jutunk a klasszikus
affin strukturakhoz. Levezetjilk az “"affin Bianchi-identitist™ g
ramutatunk, hogy ez tekinthetd az QTRF{K;KHE]= 0 klasszikus
Bianchi-identitds kSzvetien dltalinositisinak, -~ A projektiv
strukturdk téroyalisakor £& célunk annak megmutatdisa volt, hogy
ezek is beilleszthet8k - mégpedilg eléggé természetes mbdon - a
horizont&lis struktursk &ltalinos elméletének keretel k&z&, Eh-
hez azonban meg kellett talilnunk az alkalmas definicildkat
- ebben rejlett a tulajdonképpeni nehézség. Fogalmilag egyszeri,
de kétségkiviil erBsen absztrakt megkbzelitést dolgoztunk ki;
ezt ellensulyozandé részletesen diszkutsltunk olyvan kérdéseket -
a Thomas-féle paraméterek bevezetése, a projektiv ekvivalencia
problematikédja - amelyek kapesén vildgosan érzékelhetZvé vilt a
klasszikus elmélettel vals "konzlsztencia™. A terjedeimi korls-
tok folytdn - v.8. /0.3/1 - azonban le kellett mondanunk pl. a
Kobayashi~-Nagano-féle elmélettel vald kapcsolat tisztizdssrsdl
vagy a gbrbfilet &s integrilhatdsig ez esetben kivaltképp i1zgal-
masnzk igérkezd tanulminyozisarsl,
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fC.10/ A Finsler-konnexié fogalm&t is tigabb értelemben hasz-
ndljuk a klasszikus elméletbsl megszokottndl: kiinduls-
pontunk az, hegy ez linedris konnexid egy - tetszdleges! - vek-
tornyaldbhoz tartozd vertikilis nyaldbon. MegkSzelitéstink &rzé-
slnk szerint a Szabd Zolt4n-féle elmélettel [Sza] &11 leginkabb
rokonsighan, terminoldgisnkban azonban igyekeztiink a lehetd leg-
ezorosabban Matsumoto moncgrafidjat (M] k¥vetni, 1évén ez a mo-
dern Finsler-geometria - egyetlen - "Biblis{a", - a perddintd
észrevétel, amely az elmélet nagymérvl leegyszerisitését teszi
lehet®vé, az, hogy a Finsler-konnexi&k f&lépitésében két képzdd=-
mény jatszik - egyenranguan fontos - meghatdrczd Bzerepet: a
horizontilis struktura és az un, Pszeudokonnexid. Ezekbd} konstru-—
dljuk az un. Cartan-triidot, majd Cartan-trisd birtokaban leszar-
maztatjuk a Finsler-konnexidk Jjellemzéséhez szfikséges ~ 5 az &l-
talanossig adott szintdén elérhetd - lényegesebb geometriai ada-
tokat, leirjuk tov&bbid azckat a megszoritasokat, amelyek elvezet-~
pek bizonyos "tipikus® Finsler-konnexidkhoz., E rész 38 eredmé-
nyel a f18.4.3/, [18.5.8f &s [1B.7.1/ tételek.
f0.11} Megtisztels kBtelessége végfil a szerz8nek, hogy kifejezze
k@szdnetét Tamissy Lajos professzor urnak. 0 biztositotta
szamdra a tirgyk8rben valé intenziv elmélylilés feltételeit, s egy~
ben azt a folyamatos 88ztdnzést, amelynek hijén e munka aligha
kégzfilt volna el,
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1. FALRKULUS FIBRALT TEREKEN

1.§. Gradualt algebrik és Lie-modulusok

{1.0/ Ebben a bevezetd §-ban a differencidlgeometria és glo-
balis analizis algebrai nyelvezetének néhany kulcssza-
vat tekintjlk &t, kildn&s tekintettel egy-két kevésbs kéz-
haszndlatu konstrukciéra. A cimbe is kiemelt graduilt Lie-al-
gebrék €s a Lie-modulusok vezérmotivumokk&nt fognak végigvo-
nulni az egész tdrgyaldson - szinte a sz5 zenei értelmében,
Utobbiak eme szerepére Edward Nelson hivea f&6]l elsfként & fi-
gyelmet, 1d. [N].
fl.l{ A gylrii £5158tt1i medulus fogalmit természetesen nem
kell fSleleveniteniink, A moduluscknil &ltalSnosabb
strukturdk az un. bimodulusok. - Tegylk fel, hogy R &s
egységelemes gyllrti, A pedig Abel-csoport, amely egyidejileg
baloldali K -modulus &s jobboldali & -modulus. Ha

Vaceld ge R,€e8: (ga)e-: gf{a®),
akkor azt mondjuk, bogy A R-8 - bimodulus. Bimedulus-
konstrukcibéra = fontos differenciflgeometrial kontextushban -
a 8.§-ban lesz szilkks&glink,
f1.2/ He A R-~modulus s adva van A - egy [, ]: AxA—A ,
(x,9)—w [x,4] R -bilinedris szorzss, akkor A -t
~ a szokdsos mbdoen - R £318ttf alcebrinak nevezzlk. Az
algebra egy deriviciéja olyan B:A—A R -linedris leképe-

Z&s5, aprelyre

v X\ 4 E A: @ [‘h'ﬁj=[9fﬁ,3}*["t g[ﬁ]]
"A" &sszes derivicidinak halmaza kézenfekvden K -moduluss§
tehetd, erre a modulusra a DerA 4elZlést fogjuk hasznilni,
~ Az A algebra gradualt, ha eldill részmodulusai egy [An.k1:u
sorozaténak direkt 8sszegeként ugy, hogy

Vi, ne N: AL A, = A on

fa baloldalon komplexus-szorzat &)1/, Graduilt Lie-algebrin
olyan gradudlt algebr&t értlnk, amelyben



1° Voxe An ygeAn: Dagl=-(-0™ [y .
2@ V”EAm|aE“‘np‘EAP=
{-AJ"F[f‘rHJ.i]ir Hlnm[[ﬂﬁ]."] + e [[*n“'Lé!]’ 0

f&ltalfinositott Jacobi-identitis/.
Ea A gradudlt algebra,~e 7 rgzitett egész sz8m, 6: A—r A
R -linearis leképezés és teljesfil a

8 [x,y] =[9{x]l E{a,}] n (-4}"""-[#:‘, B{HJ_] (m,ne M; ved, 'Y r.rﬁi,.,_)
feltétel, akkor azt mondjuk, hogy £ + -edfoku derivéciéia
A =nak,

Talan nem érdektelen negemlitentink, hogy az utdhbbi
években a kiildnb&z8 statisztikiju elemi részecskék “szuper-
szimmetriii®™ kapcaidn az elméleti fizika is egyre &lénkebb
érdeklddést mutat a graduilt Lie-algebr&k irint f14. pl.
[chs] /. sz&munkra a 8.§-ban megkonstrudlisra kertil® un, le-
szlkitett Frélicher-NBijenhuis-féle gradudit Lie-algebra fog
gint& fontoss&gunak bizonyulni, kalkulativ apparitusunk
rendkiviil hatékony eszkSzeként.

1.3/ Tegylk fel a most k8vetkezlkben, hogy A az F npulil-
karakterigztikdju teat fS18tti kommutativ, egységele-~
mes algebra, L pedig A -modulus., - Az L modulust Lie-modu—

lusnak nevezzlik, ha adva van egy

[ ] LxL— L, XY¥)r—]XY]

B L DerA, Xr— g,
leképezés, eleget téve a ktvetkezd® axidmiknak:
fLMlif L a [, ] un. Lie-szorzéssal F_£518tti Lic-algebra.

fLM2f A © leképezés A -lineiris,
/L3l Y X Ye L, fed s [XEV]=p[XY]e (8,4)Y.

jwmsf ¥V X Yel e A B[K,r312= (ex'gr_gv'gx”'

Lie-modulus egy részmodulusa Lie-r&szmodulus, ha barmely
két elemével eqgylitt azok Lie-szorzatst is tartalmazza, 4 < L
Lie-ideal az L Lie-modulusban, ha
{11/ ¥ Xe L  Yed: [XY]ed
J12/ V Ye 4, fe 4 : E}Y'f'ﬂ'

€58 egy




-

Egy nagyon egyszer(i példa: az {.VE L | Vie A: Eyf =ﬂ‘}
halmaz Lie-ide&l az L Lie-modulusban, mégpedig maximilis
Lie~idedl. = Be kall véqgiil vezetniink, a Lie-modulusok kSz&i-
t1 morfizmus fogalmét. Legyen L, & L, Lie-modulus az A
algebra f518tt. 2 T:l,—= L,  Xr— TX leképezésril
akkor mondiuk, hogy morfizmusa | -nek L, -be, ha

1° A -linedris;

40 Y }(’l‘:"EL,' L T[){IY_]=[TX[TV}_;
° VXel, feA: 9,”“2: E'Xf.

a Pa fPlf, L) hirmas Lie-nyal&b, ha T: P—1L epimorfiz-
mug fszlirjektiv morfizmus/ a P &s L Lie-modulus k&zBtt.
[2{ alapjén azonnal adédik, hogy Ker® Lie-részmodulusa

P ~nek; ezt P vertikalis modulusaként emiitilk,

FS15eleges e helyen adnt i1llusztricidkat a most elmon-
dottakra: a Lie-modulusck 8 a hozz&juk kapcsolédd konstrukcl-
0k - miként azt jeleztiik — wégig kisérni fogidk targyvaléd-
sunkat,

2.%, Filbrdlt terek, nyaldbok

f2.0{ BAnalitikus vizsgélatsink szinteréill a véges dimenzidju,

parakompakt C7 ~s0kaségok kategbrisija szolgil, ame-
lyet a tovabbilakban M -mel jelslink, Az M kategdéria merfiz-
musal a C7 (= sima.) -leképezések: ha M Ne M |, akker

MoR {Hi”.];"—" C-M{HIN')!-‘:- {F M — HI-F -Iifr'lﬂ_} :

Az egyszerliség kedvéért C (MR) rnelyett €™(M) —et irunk;
C™ (M) termé&szetes mbdon algebra az ®W test f5158tt, Egyszer
& mindenkorra megiallapodunk abban, hogy a "differenciilhatd”
jelzdt €~ é&rtelemben haszn&ljuk - s olykor mell3zziik is.
FGlhiviuk a figyelmet e helyen arra, hogy az alkalmazhsra ke-
rilé fstandard és kevésbé standard, a sz8veghen explicite
definlalt vagy csupan a folkldrbdl Atvett] jelBlések egy meg-



lehetSgen teljes listajat *Szimbslumok® cimszd alatt adjuk.
f2,1} PFibrélt téren olyan &r (E.T,H) hirmast értldnk, ahol
E,me M €s ve C(E, M) mztirjektiv szubmerzis
[P. Libermann mzéhasznilatéval &lve: 82lrmerziéf/. £ -re a to-
taltér,# -re a bazistér elnevezést hasznZljuk, T a fibralt
tér projekcibja, E,:=7"(x) az xe¢M pont f818tt: Fibrum.
- Ha4l nyilt halmaza § b&zisterének, #: Al— E sima leképe-
zés &3 oA, | akkor azt mondjuk, hogy ® [ £515¢e1f
1okalis metszete E -nek; specifilisan az =M esetben globa-
lis metszetrdl, r8viden metszetrsl szdlunk. A fibrilt terek-
nek karakterisztikus tulajdonsdga a lokdlis metszetek létezé-
se: a sokasdgok elemi elméletébSl ismert /1d. pl. IBxC] ,p.871,
hogy egy ¥: E—= M leképezés pontosan akkor szfirmerzié, ha M
minden pontjinak van olyan k&rnyezete, amely f518tt lokslis
metszet adhatd meg. A E fibralt tér Bsszes metszeteinek hal=-
mazira a Secf » speclilisan egy 4= M nyvilt halmaz Ff815t-
tl metszeteinek halmazéra a CecE{AL  jelsiéssel &lfink. - Te-
kintsink most & mellett egy tovabbt, £'=(E,®\M') fipraie
teret &s legyen (§,9)e C¥(E,E") »x (M, M7, (£;3) morfizmus 4
&s £’ kbBzBtt, ha T'ef-3.¢ . 1)venkor azt irjuk, hogy
{#,9)e Mer (E\E') . specidlisan az M': M,4:1y esetben M -
morfizmusril szélunk, 2 ilyenkor MoR (E,E') helyett a Mer (EE')
jelBlést alkalmazzuk. A fibralt terekkel, mint objektumckkal
s a kdrtkben definiilt morfizmusokkal kategdériihoz futunk, =2
fibrélt terek FS kategdri&jshoz. Rategdriit alkotnak specld-
lisan a k&z8s M biizistérrel rendelkezd fibrait terek is, ezt
a kategdrist FS(M} -mel je1s1jux,
f2.2f Ha X ,Y,$§ adott halmazok, {: X— § &s g: Yoo §
pedlg adott leképezdsek, akkor az X “S'Y o { (xigle XY Ifl‘”’
5[;}_} halmazt a szokdsos mbdon H‘f —re &s § -re vgonat-
kozdf fibrdlt szorzatnak nevezziik. Ez az elemt konstrukcid
lépten-nyomon szerepelni fog a tovabbiakban; e helyven két na-
gyon fontos példat idézlink. -~ Legyen £ = (E,m M)e FS ;
Ne M e c™(MM). Exkor

‘?tg:; [NHHE i P rM)i o ic Ivrdf‘HgHE




fibralt tér, amelyet § £ s1tali puli-backjének nevezfink.
Egyszerllen adédik, hogy ha 195 i= o f‘NxH E , akkor 'F,g fib-
rumonként diffeomorfizmus &s (f; ,{) e Mor (£"E ).

(fz(£) -et a pull-back fibrélt t&r kanonikus morfizmusaként
emiitifk, k&vetve [H], p.18. terminol&giijst. - Tegyilk £51
mésodjéra, hogy £, .%, ¢ FS{M) | amennyiben £, 885, =

« {EoxyE v, M) ,ahol  ¥: (a)¢ Ex E TR, )=

=Wt} ¥ (x.) 5 ugy E,0F, ugyancsak £ibr&lt tér; ezt E,
&s E, fibralt szorzatéinak vagy Whitney-8sszegdnek hivjuk
/bar egyelBre =z6 nincs algebrail &rtelemben vett Bssgzeadis~
r51/. Megjegyzendd, hogy &, ®&, ~xe M  £518ttd fibruma

¥ ile)r w7 Ux) % ¥ (x}] - ez az oka "fibrilt szorzat® termi-
nus hasznélatinsk.

f2.3] Egy elvi jelentdségfi meqjegyzést teszfink. - Targyala-

sunk sorfn jbzan keretek k&zdtt érvényesitenl igyek-

szfink az lsmert “"Skonémia-elvet”. Ennek jegyében pl. a fogal-
mak bevezetésekor térekszilnk a “megfeleld” - de nem a minden

&ron valfl - Altaldnossigra. Ilyen "Skonomikusan egységesitd®
szerep vir a Lie-modulusokra - &€s a fibr&lt terekre is. A jel=-
Zzett torekvés jegyében sz&ltunk m&r fibrilt terek szintjén
metszetrdl, morfizmusokrél, pull-back-rél; ezek a fogalmak
igy automatikusan StvivBdnek minden speclalisabb fibralt tér-
Te,
f2.4/ A szubmerzifk standard tulajdons&gaibsl fid. pl. [Guv] ,
I. p.9%./ adédik, hogy ha E: (E,v,M)e FS ; akkor
£ minden egyes pontjdhoz megadhatd egy V nyilt kSrnyezete
az 1lletd pontnak, egy F sokasig és egy ¢ : V—» ¥(V)x F
diffeomorflzmua ugy, hogy # = pe¢ . Ekkor a {Wff?) part
E egy fibralt térképének mondiuk. Fibriit térképek egy
({”LI?HE) csaiiddja fibrsit atlasz f szimira, ha.(FL) lefedé-
e E =nek., - Fibrilt terek altaldnossidgAban az iménti kon-
strukcibban szerepld F sckasfg nem vélaszthaté univerz&li-
san. Most szemfigyre vesszilk az FS kategéria egy olyan nagy-
fontossagn részkategdriijit, a nyalibok kategdridjat, amely-

ben ez a figyelmeztetés Ervényét veszti,
A E= (E,¥ M) fibradlt térr8l akkor mondjuk, hogy nya-
18b, ha wan oclyan
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alaku fibralt atlasza, un. nyalibatlasza, ahol PHiHJ nyilt
lefedése M =-nek s az EL sokasdgok diffeomorfak egyméssai,
Ez utébblak ekvivalenciacaztdlyadt § fibrumtipusinak nevez—
28k s rendszerint F =-fel jeldlitlk. - Igen egyszertlen i1~
lusztralhatd mérmost, hogy egy fibralt tér nem szilkgégképpen
nyaldb. Tekintsiink ui. egy E=(E,# M) nyalshot. Legven H
zart részhalmaza valamelyik £, {ve™ ] fibrumnak - kiz&rva
a H:=E, eshetdséget ~, E'= Ev# v'u=w}rE'  prror
Elee (E' %' M) e FS ' azonban £’ nyilvinvaldan nem nya-
18k, hiszen a fibrumal nem &1iffecomorfak egqyméssal. ~ A nyala-
bok kategdridjat FB  -vel, specidlisan az M bazisterd
nyalabok alkotta kategdrist FB(M} -mel fogijuk jel¥ini.
}2.5/ Tovibb szUkititk a fibr&lt tér fogalmit, E=(E,v,M)¢ FB
{valds{ vektornyaldb, ha fibrumtipusa fvéges dimenzis-
ju, valéa/ vektortér s van olyan f{v*{W.), ¢.) / nyalSbatla-
sza, hogy
¥ oxedl, - P ¢ E, ~-— Ix}x F & Fiir—sg (xe)

linedris izomorfizmus. Az eddigieknek megfelelBen VB -vel

111, VE{M} -mel jelsljlik a vektornyaldbok $11, az M b&-

zisterll vektornyaldbok kategbridjét. Tegyiik £6}, hogy X E'e VE.

($,9)eMoel85) VE — homomorfizmus, ha { fibrumonként line&-

rls leképezés; specidliisan a E,EFE VE(M) esetben f'f:g) -t

M -morfizmusnak mondjuk, ha q =z 4H =

J2.5.1f lemma [GHV], I, p.63/ TLegyen £,E'eVE (M), ¢e Hntﬁ(sjg').
- A 4, : Sec 5 > LecE/ P o, (%) ; Ve M: $ei= 9ME

Ll
Pe (#) [xlis ¢{r )] ¢ [*=])leképazés CW{H} -homomor fiz-

mus. I.

- A vektornyal&bok prototipusit egy sokasig &rint®nyalsbja

szolgdltatja. Me H  érintBnyalibia az a Ty = (TM, w_, M) hir-

mas, ahol a totdltér M ErintStereinek az unidja, Y. pedig

az érintSvektorckhoz a "témadisi pontjukat" hozzirendeld ter-

mészetes projekcid. Ilvenkor Sec £, helyett a szokdsosabb

% (M) jel5lést, "metszet" helyett a vektormezd elnevezést

haszn&ljuk. Altaldban ha EeVE | SecE - a fibrumok lines-




ris strukturijénak k&szdnhetden - C™{t) ~modulus /s egyben
valbs vektortérf. 3 (M) tovabbi strukturikat is hordoz: va-
16s Lie-algebra a vektormezdk 820kasos Lie-zirbjelével, sét
Lie-modulus, hiszen elemei derivaciskként hatnak a C'WPU
fiiggvénvalgebran.

/2.6]/ Legyen M, NeM {eC™MN) s jelsijox T§ -fel {
érintBleképezését., Ekkor (TR, )e MoR (%, 7, ).
Tekintsilink specidlisan eqy £:[E*w,H) fibrilt teret. Neveze-
tes &s fontos -~ bir elemi - +tény, hogy a TE sokasag t8bb-
féle - egymistSl lényegesen kiildnbS5z5! - fibralisnak is to-
tdltere. Képezhetd elSszdr is a T, = (TE v  E} érints-
nyaldb, ezt - megkiil®nbiztetésii]l - Oolykor E line&ris érin-

tonyalabjaként is emlitjik. Miscdszor: TE:= (TE Ter T4)
fibralt tér, amelynek egy €T M pont £815tti fibruma
{TE)¢ 2 {q,E1;E| Tr{nj=4-l1[i]=x} - Azonnal lithatd,
bogy we Geck esetén TselecTE |, TE fibrumai eqyértelmfi~
en vektortér-strukturdval ruhizhatdk 5l clymSdon, hogy ha
a,be (TE) s létezik e, ve Secf  melyekre T ewlsa
TLf[ujg:E » akkor a (TE)} ~hell Bsszeadfsra

o #+ & = Tx {'!'+"I:'}["~"jl

& skalarral vald szorzisa pedig
w0 = T (uo)(v) («eR)

teljestil. Igy TE wvektornyal&bbi valilk {1d. még [D], 16.15.7f,
amelyet £ tangens fibr&l&sdnak mondunk, E nyalibhoz /3.4/-ben
még visszatériink. - Egy harmadik TE  totdlterf fibrilt teret
f6.2/-ben irunk le.
f2.7! vVektornyalibok esetén a fibrumok vektortér-strukturiia

ismert médon lehetdvé teszil egy sor lineiris algebrai
konstrukeld kbzvetlen Atliltetését,VE —-kontextusha. Igy a
gﬂmgl whitney-8sszeg //2.2// vektornyalabba valik, ha

E,, 5, e VB(M) &5 o)« ¥ (x) x % x) vektortér-struktu-
radjat [kils5f direkt Bsszegként definlaljuk; képezhetd E & VE
' duilis nyfléhja: . e VB(M) 16k vektornyalébokbsl
kiindulva a @ §. tenzori szorzat és a AkE ki3lsd hat-

Ly |

vény. Amennhyiben E,E*EVE{PL} « megkonstruilhatd a
Hom (§,8' )= ( Howa (E,8'), M)
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homomorfizmus-nyaldb, melynek speciilis esete az EnpE :=

= Hom (§,E) endomorfizmus-nyaldb, Ha &' az (MeR , pr M}
trivialis nyaldb, akkor - kizvetleniil lathatd mwédon -
Hnm{glgf)- E - Jellegzetes és fontos idevonatkozd ered-
ményként megemlitjik, hogy Sec Hem (£ E') &g Mor (£, E')

- mint C™(M) -modulusok - kanonikusan izomorfak { [eav], 1.,
p.61.f.

— Hasznosnak bizonyul véglll a tenzort szorzat dltalanositisa
nem fOltétleniil k&28s bizigterd vektornyalabokra. Az egyszeril-
8ég kedvéért két ténvezlre szoritkozva, teqyCk f£81, hogy
Fevelm) , E'evB (M) | Ha gag’;{E@E'[F_MxM')J
ahol

f_ ) '
E®@E {.;IH.ruHxH' E,.® E—-u-‘ pope Eﬂq@ E ,~ (') ;

akkor £®EZ'evs {(M=M'), Azt mondjuk, hogy E®FE’ a & é&s §’
vektornyalsb kiilst tenzori szorzata.

3.§. Lokalis apparatus

f3.1/ &A. Prastaro nyomin }v.8. [Pra] f egy olyan konstrukeist
vazolunk el@sz23r is, amely mintegy “intrinsic" k&rnye-
zetet biztosit a differencidlss targyalésira az M. kategbria-
ban, - Tegylk f81, hogy M Ne 4 . A
& (M N):= -'r.";d@} T, 8 Hou {'EHI‘I.'”)
kilsd tenzorl szorzatot az M és N sokasichoz tartozé de-

H TM T.NJ,
rivilt nvalSbnak nevezziik. 9'{”',”) totiltere t'uH:szu o | x' -);

erre a T"M® TN jelBlést és5 a derivilttér elnevezést hasz-
naljuk, Kézenfekvd médon lehet képezni két tovibbi T'M& TN
totalteril nyalibot, ezek rendre

T (MN):= (T'Me@TN =, M)

9;, (M,N):= [T'M@TM' %, , N ) ;



- B

sod v (TIM@T ) (<], w (TIME TN} 4],
- Ha marmost f¢ C™(M,N) , akkor f derivAltisn azt a
Dfe Sec 8, (M N) nmetszetet értitk, amely az
xe M — o D-f{.l:.li= T;-p

213irds szerint hat. Amennyiben H_“Htw'i €s g E“fH,,me”) §
ugy g9 < -edik parciélis derivaltia (1‘,: {-1'1}) a

D.g: M xm, T°M, @ TN

(e ) s Qg (puina)= Dy fpe)e TaMe@Ty N (5r0)
leképezés, ahol a,, ”;,—"”,"——“Ef,.“‘f"*ﬂ{rn“) és g3,
értelmerése analdy. - Tekintsiink véglil egy F:Rxm — . N
eima lekdpezést 8 jelentse i, az

Mo . 'RRMIRI—-——.-a‘F[x}:n{ﬂJI)

inkluzi&t. A
dF = P-I'au D‘Fna'.i M —— TH

leképezésrdl azt mondjuk, hogy F infinitezimilis varifcibia,

{3.2) Pifferencislgecmetriat vizsgdlatainkban lényegqében mindig egw
M bézistertl fibr&lt té&ren {nyalabon, vektornyaldbon/ 111.

abbél konetruilt fibr&lt strukturin fogunk dolgozni. Egyszer-

£ mindenkorra megéllapodunk abban, hogy bazissckasgiounk n -di-

menzids, n >4 , Legyen ['H.;«.) térkép M -en, Ha (+%) az B"

tér standard bizisihoz dufilis bizis &g 4t im rt.a {(ten}) , ak-

kor 4=(al... «*} irhatd, Vezessik be az

‘i . R v —— . R“’I (‘-“ {w‘,...}n.‘j) L € oM q.a'ft'.,.,a.“') (5en}
fliggvényeket s legyen

“ i -u"'.-:,a.- [f.'Kxﬂ) (562 ).
Ekkor u; az R x4 pescartes-szorzatot U -pa képezi le, még-

pedig
(ppde Rxtl —awltip) et (¢ tangyy, ., aﬂchJ) ;

= gy (l:-ﬂ"[r_}‘...jqatir‘]i-{‘ vee M {rj)) 4
speci&lisan 4 iop}p < Az
o R—U, t+—r “iplim w ttp)  (gen)

1
leképezé&seket az alapulvett térkép p pontian Stmend koordi-
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ndtavonalaknak hivjuk. K&zvetlentil adédik, hogy

s L {£) waf(p; + J} t
aminek figyelembevételével egyszerl szamolissal nyerhetd az
g leképezések infinitezimélis varliciéjéra =

gt :
Bu.a' ._'.';-q.ih [a[‘ﬂ)

&sszefliggés. Ilymddon egy QH44LJ térkép r¥gzitése utdn az in-
finltezimilis varidcibk segitségével az ¥ (M) modulus szoka-
805 lokélis bazisihoz jutunk.
13.3/ Legyen §=={E|f}h4)6 FS » Megtartva 2.4/ jelBléseit,

tegylk £81, hogy (V;¢) olyan fibrslt térképe E -nek,
amelynél »{V}  koordin&tak8rnyezet, (f(”9;~a) pedig térkép
M -en, V&lasszunk F -an eqy [fﬂ*g) térképet, Ekkor
(v'l, ol . prag 1) térkép az E totaltér - mint sckashg - szimira;
ezt a térképet a (V}T) fibralt térképhez adaptiltnak nevezziik.
A megfeleld koordindtafliggvények

xt = utey (4.' E_!!_}} :'I-L: -'IE’J'- P—J':_-T [""_':_1. = ol F),
Vilages, kogy az  » filggvények a fibrumokon konstansck: eze-
ket iiftelt vagy pull-Lack koordinétafliggvényekként 1s emlit-
ik, Ha e w(V) f318ttl iokalis retszete E -nek, a f‘*rgﬂ-ﬂ
(«e £} flggvényekrdl azt mondjuk, hogy * koordinitaftiagvénvel
az adott térképre vonatkozdan. - A £ eFE speclidlis eset-
ben létezik F fibrumtipus, V- f“[4{} valasztizs lehets&ges
% ennek megfelelden (ffuh4{) helyett (4i;#t) irhatd; kdvet-
kezésképpen ekkor az adaptilt térkép az Iméntitdl formailag
alig eltérd

(I""’[’H)j (ate | ‘I-'PJ-;"P']) ¥ ("f" ('{'{)j ["“IJ! [‘E"’LJ)

alakot 51til. Amennylben = riadisul - g vektornyvalab, ugy az
F fibrumtipus vektortér s ezért rajta clyan {quu) glebalis
térkép régzithetd, ahcl'ZFtﬁﬂ_.fz*) F konjugilt terfnek
egy bizisa, Ebben az esetben a [T“Pﬂjj[xﬁhigﬂl) térképril
mint a (14{4{h T) nyaladh-térképhez adaptilt vektortérkép~
x5l szblunk,

Fibré&lt téren [nyaldbon, vektornyalfdbon/ t¥rténd koordi-
natadl szdmolasaink sordn mindlg a most leirt adaptalt térképe-




_ll_

ket fogjuk alapul vennl. Eivételt képez a E='EH eset, ekkor
a liftelt koordin&tafliggvények mellett praktikusabb az

‘H‘:: ";: {’L’[) =TM — R } Al I—---l-':l‘:l:-t-"‘j:: qr{gi"}::p{q‘.{.ﬂ—’} {.t',:n)

J ot a kiils3 differencidlss operdtora/ fllggvényeket srerepel-

tetni tovibbi koordindtaffiggvényekként. (4%} = (dui) (ven)

lokdlis bizisa az Gﬁfbd:=£ictl1 modulusnak; ehhez most a

differencidlok segitségével jutottunk, de megkonstruilhatd

lett volna 2 }3.lf/-ben vazolt appardtussal is.

f3.3.1/ lemma Legyen (r*(ﬂquﬂJJ3+v a (r“{H)ET) nyalib-
térképhez adaptalt vektortérkép a £ -+ -ran-

gqu vektornyal&bon. - Megadhaték olyan €, : A — v () (ver }

lok&lis metszetek, hogy ¥ xeil: {e,x/) bazisa E; -nek

/s 1gy (e,) 1lokélis bazisa Sec]  -nek/ és az

AUx R ——s ¥~ “‘{)J (%, (g B5) Jr—w EE 0x)

leképezés diffeomorfizmus.

1i- Tekintstk a fibrumtipuson az {w*) bizishoz dualis {«,)
bizist. Ha ¢, H—s E, xk——+'t¢{K}H=f"[H,ﬂ¢J , akkor
a f2.4/-ben régzitett feltétel értelmében
Veaetd: wle, alav|gix,n,)]: T-{P“'I:H;&l‘; Jepr, {xXp A, )e %,
tehdt Yaer: g efecE[M | Mivel a /2.5/-ben mondottak sze-
rint

wle, (x) x TEE(xya, ) = V) (8 )7 Rt (B, ) 0 ety )

{e,.) -ra tett kijelentéseink kdzvetlenlil adddnak. ..

f3.3,.2) k¥vetkezmény [3.3.1f feltételeivel &z jeltiléseivel

Vwstd : [4tE,) az (¢.1x}) bazis-
hoz duflis bizisa az E, fibrumnak, Amennyiben
we SecE[U és ® kompopensfiggvényel (o) , ugy &rvényes
a fot%e,  bHsszeftiggés, 1!
{3.4) FKoordindta-leirdsit adjuk n&hiny eddigi konstrukecldnknak.
/3.4.1/ lerma Ha MNedl,(M;x) térkép M -en, (Vjr ) térkép

N -en &s fe C™(Mx® (N} , akkor § infinitezimi-

lis variicidéjinak Iokalis e138]11jitésa

o = Q’Fﬂ. [aii'%:Ji
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1- -
ahol {‘ﬂrM:dl'mMj-f-':i"-fjfﬂfx}:r-.f{urx}
a /3,2f/-ben bevezetett fiiggvény.

‘+ BHa xedl tetszBlegesen rBgzitett &s f.Ro_wN h—rf )= F ¢, xj
akker a [3.1/-bell definicié értelmében B ffsx)- Df_{m Tl

Mivel
) e g, “”[ﬂ*){xu S }(“" ) fptx)

N G

/) ® kanonikus koordindtarendszere/, kévetkezik, hogy

A e e L)

) = (o1, ) ”3.2,1; és - az Iménti meggondolds-
| MEH

9-1"
sal - [a%sf )' (2)= 3.{ (%) + {1} tehdt ekvivalens a lemma
éllit&séval. i
{3.4.2f lemma Legyen E-(g¥, M} Fibrdlt teér, (VJ LI ¥ [a‘])

(ien Ju!e-f') egy fibré&lt térkérphez adaptilt
térképe £ -nek, v: #(V})—» E  pedlg lokdlis metszete § —nek,
Ekkor

V¢ (V) ouwt {

3 cr R N Lo ?
& T H: T wiar e 1 = il [__.
YIRS J.l’ = " ( "} -H' [?x{)‘l{nj o Fut L 9 ai— wix) ]

ahol 1"’“.':3'!-"-‘ {nﬂt{) i

£3.4.3/ k¥vetkezmény Tegylk £51, hogy E=(E, ", M} vektor-

nyaldb s tekintsik a TE = (T E,Tr,TH)
tangens fibralast. - T¥ -nek eqy tetszlleges wé& T M
pont fE156tti fibruma megadhatd a

(TE)nr - {v‘. {:x'f)t v A ;?a_“')i

alakban. Ha a» L ¢ (v} &aT 2(vje (TE) ; re ugy

te By (K A7) e BT

. f 8 oL 20 2
atéd =g [ .) (EET-+ _)p [__;
CLARL J P PR oS P -FTh] '33 wixliFi=) }

oL
A et ( ) + aart .tﬁr(-—-— g 't
Fut A (x] By ?a"— Awix) -



wiilid

4.8, Vertikalis nyalidb

74.1/ 1Induljunk ki egy E-= (B, M) £ibr&lt t6rbdl. - Mivel

minden ze E pontban -ang T » dira M e n = bonst,
/lévén * szubmerzi&/, kovetkezix /id. pl. [AMR], 3.3.16
Prop,/, hogy ha

= i : VE —= ¥
b’tE 1z k't-r"-';n‘l VE_HLIE VtE, Y, E E;H.E A E—»1 ,

akkor Vi résznyalSbja a *: 1lineéris &rintSdnyalibnak. Az

igy nyert VE  vektornyalsbot a £ fibralt tér vertik&lis

nyalidbjinak mondjuk, Szokisos VE -t a fibrumérintsk nyalib-

Jzként is emliteni, tekintettel a kSvetkezd meggondolésra.

= A szubmerzibknak 61 ismert tulaidonsédga, hogy tetsz@leges

xe M pont esetén az E, fibrum {requlérisf részsokasaga az

E totdltérnek [ [BrC], p.88.7. Ea 4.t E e E & kanonikus

Inkluzié, akkoxr VaeE : T4 : TE, —~eT E injekeis, s

mivel T e. '1;3‘” = T;f"*a'x)' ", ebb8l egyszerfien adsdik

'Iu’t E é&s 4%1;3'x egybeesése. K#zvetlen k3vetkezménye a meg-

feleld definiciéknak a

f4:1.1] lemma Legyen F= (£, M) fibralt tér. Ha re¢ Moz (VE E}
a természetes inkluzid és }¢E-HﬂtEEE=,f“fH)

az a ¢ T E — Mlati={z, T wa)) elBirdssal van értelmezve,

akkor a

) —= '._,rg;“ 'L'.'Ei—-. r'er-—p- 0

sorozat vektornyaldbok fr&vidf egzakt sorozata. S
A f4,1.1/-ben leirt sorozatot a tovibbiakban a8 § fip-
ralt térhez tartozé kanonikus egzakt sorozatként emlititk,
[4.2] Tegyik £51, hogy ¥ speciilisan vektornyaléb. Legye-
nek ¢ é&és ¥ egy E, fibrum pontjai s tekintsik a

U T an T

gSrbét. Ennek ¢, [°) érintdvektora a T, E, érintStérbe

eajik 5 a

v.o! ' e E, = ‘:;,;J“}E?;Ex

leké&pezés jblismert médon linedris lzomorfizmus E., és TE,
k&zBtt., Vektortérképet alkalmazva 13.3.2} figyelembevételével
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kapjuk, hogy

Sl ?H*')(:a.a

)

Y a'zg} érintfleképezésgeal kombindlva, az

“y
E, ~=eme - -+ W E
fz \ /;I: 1%
TE‘ E..l'f

diagram szerinti 2y E,——*”LE-lineéria izomorfizmushoz ju-
tunk. JelSlje k, az o UE E—s EH%J inverz fzomorfiz-
nust 5 Ertelmezzlk a k:VE—= E leképezést a b i"Vt E.= EE

eldirdszal. Ekkor a

VE ~-—-—k-~-—---:- E
i J' lr
E ¢ > M

diagram kommutativ &s (ko Je HeR{VE E). Lk wpa a tovibhi-
akban kanonikus lek&pezésként fogunk hivatkozni. A kanonikus

leképezéshez vezetd meggondolasck egyben a vertik&lis nyalidb-
nak a w*§a (Ex, E g, 1 E)  pull-back nyal4bbal vals ter—
mészetes azonositdsira is médot nyujtanak; ha

a: Ex E—— VE‘ {2 ) 4 (3,27):= C'-h*, e},

akkor ae Mew (v*E VE} ; a3t mi tébb, * E ~fzomorfizmus.
[4.2.1f lemma Legyen E={E,¢ M) nyaldb, TegytUk f31, hogy

{: RxM—~ E sima leképezés 8 hogy Wie K.

{ . (#):e £e,~) & E, fx&M rigzitett),
Ekkor f infinitezimdlls varifcidja a vertikilis nyalab totil-
terébe vezetd Bﬁ; M—» VE leképezést ad, ha eltekintfnk
eygy #. altall nyilvanvald pull-backtal.

-+ A [3.3f-ban r¥gzitett adaptiit térképet haszn&ljuk. Mivel

a feltétel &rtelmében most
Yue H|":E'l : :-1:"'--&: Er—:- '

kenstans flggvény, /3.4/7/1}-581 k&vetkezilk, hogy

ety ofoars (gt ),) 1oy (2 )f.: LW
o 07

Ty* fover s
























































































































































































































































































































